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译 者 前 = 

本 书 主要 论述 了 椭圆 型 偏 微分 方程 近似 解 的 差分 格式 理 
ië. 

书 中 叙述 了 构造 典型 数学 物理 问题 差分 格式 的 各 种 方 
法 ,研究 均衡 方法 , 变 分 差分 方法 ,近似 泛 函 法 ,以 及 用 解 函数 
类 中 的 和 逼 近来 提高 逼近 误差 阶 的 方法 等 等 。 可 供 综合 性 大 学 
数学 系 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 及 有 关 科学 工作 者 使 用 。 

本 节 第 一 章 至 第 五 章 , 分 别 由 许 嘉 席 、 胡 泽 民 、\ 李 茂 祥 ` 费 
浦 生 \ 康 立山 等 同志 翻译 ,第 六 章 及 附录 由 雷 晋 干 同志 翻译 . 
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各 种 物理 性 质 的 许多 稳定 过 程 都 归结 为 杭 圆 型 伪 微 分 方 
程 。 诸 如 定常 热传导 和 扩散 问题 ,导体 中 电流 分 布 问题 ,静电 
学 和 静 磁 学 问题 ,弹性 理论 和 渗流 理论 问题 等 等 . 

椭 贺 型 方程 边 值 问题 的 精确 解 只 有 在 特殊 情况 下 才能 得 
到 。 因 此 必须 善于 近似 地 求解 这 些 问 题 . 

有 限 差分 法 是 解 档 贺 型 方程 的 通用 而 有 效 的 方法 ， 本 书 
就 是 论述 这 种 方法 的 ， 

用 差分 方法 解 微分 方程 的 过 程 有 两 个 基本 步骤 : 

1) 第 一 步 一 一 将 微分 方程 及 附加 条 件 〈 例 如 边界 条 件 ) 
用 一 组 网 格 方程 来 代替 (建立 差分 格式 ); 

2) 第 二 步 一 一 求解 所 得 的 网 格 ( 差 分 ) 方 程 组 

本 书 仅 讨论 与 差分 格式 的 建立 及 其 分 析 有 关 的 问题 。 逼 
近 椭 回 型 方程 的 差分 方程 的 解法 (直接 法 和 和 迭代 法 ) 将 在 另 一 
书 中 讨论 . 

本 书 重点 是 对 典型 数学 物理 问题 的 方程 及 附加 条 件 作 差 
分 逼近 .我 们 仅 限 于 研究 相应 于 二 阶 及 四 阶 方程 和 方程 组 的 
问题 ， 特 别 是 在 它们 之 中 的 有 直接 实际 应 用 价值 的 问题 因 
此 我 们 认为 ,援引 各 种 数学 物理 问题 的 提 法 (第 一 章 ), 并 附 上 
方程 和 边界 条 的 推导 是 适宜 的 . 

我 们 指出 ,椭圆 型 方程 的 差分 逼近 , 可 以 用 于 建立 与 抛物 
型 及 双 曲 型 方程 有 关 的 非 定 常数 学 物理 问题 的 差分 格式 。 

为 叙述 方便 ,本 书 主要 研究 两 个 自 变量 方程 的 差分 格式 . 
当 进 一 步 研究 三 维 的 情况 时 ,不 会 引起 任何 原则 性 的 困难 ,只 
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不 过 公式 更 复杂 而 已 . 

在 建立 差分 格式 时 ， 总 是 应 当 注意 到 求解 得 到 的 差分 方 
程 组 所 需 的 计算 量 。 所 以 我 们 仅 研 究 能 保证 二 阶 (或 四 阶 ) 精 
确 度 的 具有 最 小 模 式 的 最 简单 格式 ， 而 且 在 实际 中 广泛 应 用 
的 正 是 这 些 类 型 的 格式 . 

在 建立 差分 格式 时 ， 我 们 要 关心 的 不 仅 是 从 逼近 误差 观 
点 使 它们 能 很 好 地 逼近 原来 的 微分 方程 ， 而 且 使 它们 在 网 格 
函数 空间 中 能 够 模拟 原 问题 的 基本 特性 (例如 自 共 斩 性 ,椭圆 
性 等 等 )。 本 书 对 此 问题 将 给 予 应 有 的 重视 . 

目前 已 有 很 多 建立 椭圆 型 方程 差分 逼近 的 方法 。 在 本 书 
范围 内 ,要 详细 令 述 一 般 情 形 下 的 这 些 方法 是 不 可 能 的 . 

我 们 以 最 简单 的 一 维 问题 为 例子 来 说 明 构 造 差分 格式 的 
各 种 方法 。 这 样 做 可 以 突出 各 种 方法 的 建设 性 的 思想 ， 而 不 
过 多 地 叙述 在 讨论 更 一 般 方程 时 所 出 现 的 非常 复杂 的 技术 性 
mH. 

差分 格式 的 好 坏 首先 取决 于 它 的 精度 。 本 书 对 差分 格式 
的 研究 基于 对 逼近 误差 及 稳定 性 的 细致 分 析 ， 因 为 正 是 这 两 
个 特征 决定 着 差分 格式 的 精确 度 。 

差分 格式 稳定 性 的 研究 ， 归 结 为 对 差分 边 值 问题 的 解 作 
出 先 验 估计 .对 于 椭圆 型 方程 的 差分 格式 ， 已 有 很 多 不 同 的 
先 验 估计 ， 它 们 在 各 种 不 同 程度 上 模仿 了 微分 方程 的 先 验 估 
W. 

本 书 中 的 先 验 估计 ， 在 很 大 程度 上 具有 例证 的 特点 。 对 
书 中 建立 的 差分 格式 没有 一 一 进行 先 验 估计 ， 但 按 第 三 五 、 
六 章 中 所 讲 的 方法 ,可 以 得 到 这 些 估计 . 

在 第 三 章 中 非常 详尽 地 研究 了 各 种 坐标 系 中 泊 松 方程 的 
差分 格式 . 

第 四 章 讨论 二 阶 椭圆 型 方程 基本 边 值 问题 的 差分 格式 
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〈 含 有 或 者 不 含有 混合 导数 的 情况 ,高 阶 的 以 及 非 均匀 网 赂 上 
的 格式 等 等 ), 弹 性 理论 方程 组 以 及 四 阶 方程 的 差分 格式 。 

本 章 还 详细 研究 了 二 阶 和 四 阶 方程 的 各 种 连接 条 件 和 边 
界 条 件 的 逼近 . 

第 五 章 介 绍 差分 格式 理论 中 最 基本 的 数学 工具 (差分 格 
林 公 式 ,差分 算 子 的 特征 值 问 题 ,网 格 媒 人 定理 等 等 ), 这 在 第 
六 章 中 用 能 量 不 等 式 方法 求 某 些 先 验 估计 时 要 用 到 ， 

本 书 所 讲 的 构造 差分 格式 的 方法 ， 也 可 用 于 非 线 性 方程 
的 差分 逼近 . 但 本 书 不 讨论 非 线性 格式 ， 因 为 这 要 花 相 当 大 
的 精力 去 寻求 先 验 估计 ,在 本 书 中 这 样 做 是 不 适宜 的 . 

本 书 是 作者 以 莫斯科 大 学 数学 力学 系 、 物 理 系 \ 计 算数 学 
和 自控 系 所 用 的 讲义 为 基础 而 写成 的 。 本 书 可 能 有 较 多 的 读 
者 ,并 可 作为 研究 数学 物理 方程 差分 解法 的 教材 .在 叙述 方面 
其 有 系统 性 和 初等 性 ， 不 要 求 读者 具有 差分 格式 理论 方面 的 
预备 知识 . 应 该 指出 ,本 书 同 A. A. 萨 马尔 斯 基 著 的 《差分 
格式 引 论 》( 科 学 出 版 社 ， 莫 斯 科 ，1971 年 ) 在 方法 上 和 思想 
上 都 是 相近 的 ， 

作者 感谢 H. T. 别 鲁 茜 娜 在 整理 手稿 时 的 帮助 . 
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第 一 章 s 论 


8 1. 导出 椭圆 型 方程 的 科学 技术 问题 实例 


1. 定常 热传导 和 扩散 问题 ， 各 种 物理 性 质 的 定常 ( 即 不 
随时 间 变化 ) 过 程 ， 可 由 椭圆 型 方程 来 描述 ,在 最 简单 的 情况 
下 《均匀 介质 和 无 源 ) 由 拉 普 拉 斯 方程 描述 ,例如 有 热传导 ，、 
扩散 问题 ,静电 学 、 静 磁 学 问题 ,有 势 流 问题 等 等 . 

我 们 考察 三 维 空间 x = (z, xx) 中 由 曲面 了 所 界 的 
某 体 积 G 内 的 定常 热 分 布 。 热 迁移 (或 热传导 ) 过 程 由 传 里 
叶 定 律 确定 : 热流 密度 向 量 W 正比 于 温度 w = u(x) 的 梯 
度 ， 即 

W = —k grad u, a) 
其 中 k= G) 是 热传导 系数 ， 热 流 密度 等 于 单位 时 间 内 穿 
过 同 温 面 单位 面积 的 热量 。 

对 于 表面 为 S 且 全 部 位 于 G 中 的 体积 了 ， 我 们 写 出 热 平 
衡 方程 。 假设 体积 也 内 有 按 密 度 fCx) 分 布 的 热源 ,那么 体积 
dV 中 所 产生 的 热量 就 是 fGo)aV. 

Qw, 是 向 量 W 在 表面 S 的 外 法 线 n 上 的 投影 ， 热 平 
衡 方程 表示 以 下 显 见 的 事实 : 通过 表面 S 的 热流 总 和 


[we 
应 等 于 体积 了 中 所 产生 的 如 
ffar, 


v 


人 rs 一 fff. (2) 
利用 奥 氏 公式 í 
人 we < fff aiv Wav 
将 平衡 方程 (2) 改写 成 
favw- f(x))av = 0, 2) 


如 果 f(x) 和 div W 是 点 z = (zs zz) 的 连续 函数 ， 则 
由 体积 了 的 任意 性 , 从 (2 ) 可 得 

divW = f(x). (3) 
将 热流 向 量 表示 式 (1) 代入 上 式 ， 我 们 得 到 定常 温度 x 一 
u(x) 的 方程 


Lu = div(k grad u) = —f (x) (4) 
或 其 展开 的 形式 
8 Ou 8 Ou 8 Ou 
Əx, (x Se) a A k 5) + AG e) 
= —ÍC z 2). G) 


系数 《是 点 x = (xo z x) 的 函数 : 
k = kG) = kG ta 2). 
在 均匀 介质 情况 下 ,热传导 系数 不 依赖 于 点 x, k= const, E 
常温 度 分 布 ú = w(x) 就 由 泊 松 方程 来 描述 : 
Au 一 一 也 cs) ， f= 1k. 
为 方便 起 见 , 右边 仍 记 为 f(x)， 于 是 
Au 一 —f(x), (5) 
或 
Sr L Du + SE 一。 GD 


Bn Ox? 


如 果 无 热源 , 即 /G) = 0， 则 对 定常 温度 x =u), 可 得 齐 
次 方程 
div(kgradu) = 0, 

REE k= const 情况 下 为 拉 普 拉 斯 方程 Ax = 0.) 

热传导 方程 (4) 是 在 热 迁移 过 程 为 各 向 同性 的 假定 下 得 
到 的 。 如 果 热 传导 系数 依赖 于 方向 ,因而 是 一 个 张 量 (各 向 异 
ENE URE (4) 的 就 是 方程 

> = (tese) = —/(2). (©) 


如 果 a < 8 时 ka 一 0， 则 方程 的 形式 为 


CA (es). (eg) 


= —!G@). 
方程 (4) 在 区 域 G 的 所 有 内 点 成 立 。 在 它 的 边界 了 上 要 
给 出 附加 条 件 . 
通常 就 是 下 面 的 几 个 条 件 之 一 : 
1) 当 z€ P 时 ,温度 是 给 定 的 : u= gl); 


2) 当 ze 时 , 热 济 量 是 给 定 的 ， Au 一 GO); 


3) BEPERA: kÉ — ru + gC), 


xeET， 其 中 上 一 上 (xz) > 0. 
相应 于 这 些 条 件 , 我 们 得 到 三 个 基本 边 值 问题 ; 
1) 第 一 边 值 问题 ,或 狄 利克 雷 问题 : 由 条 件 Lx= 一 f(x) 
34 z€ G,u = g(z) 4 z€T, 
求 出 闭 区 域 G +T 上 的 连续 函数 u); 
2) 第 二 边 值 问题 ,或 诺 依 曼 问题 : 
Lu = —JG) 当 x€ G, koe = gla) 当 z€T; 


. 3 


3) 第 三 边 值 问题 : 
Lu = —f(x) % x€ G, k Š 一 su + GO 当 rer. 
n 


我 们 指出 ,为 使 诺 依 曼 问题 可 解 ,必须 满足 条 件 


| edo + | Kejdz — 0, (7) 
在 齐 次 方程 的 情况 G = 0) 下 , 式 (7) 就 成 为 
| 0d = o. (8) 
这 个 条 件 意味 着 流 和 人 区域 G 的 热量 应 等 于 流出 的 热量 (否则 
过 程 将 带 有 不 定常 的 特征 ). 


物质 扩散 过 程 在 很 多 方面 类 似 于 热传导 过 程 。 描述 扩散 
据 此 ,物质 流量 密度 向 量 W 正比 于 浓度 u= uC) 的 梯度 : 
W= —D gradu, 
其 中 D=D(x) 是 扩散 系数 ， 把 此 式 代 人 方程 (3), 4 f0) = 
0 (表示 没有 扩散 物质 的 源 ), 就 得 到 扩散 方程 
div(D gradu) = 0, 
在 均匀 介质 (D = const) 时 , 它 变 成 拉 普 拉 斯 方程 Ax = 0, 
如 果 扩 散发 生 在 以 速度 v= (r, v n) 运动 的 介质 中 ， 
则 对 定常 浓度 分 布 x — u(x)， 扩 散 方 程 为 . 
div (D gradu) — div (vu) = 0. (9) 
或 者 如 果 divo = 0 〈 介 质 是 不 可 压缩 的 ), 则 有 


div(D gradu) 一 n2 一 
GEN 


事实 上 ， 如 果 介 质 是 运动 的 ， 则 物质 流 的 总 和 是 由 等 于 
一 Dgradx 的 扩散 流 和 等 于 uo 的 迁移 流 ( 传 播 流 ) 所 构成 ， 
即 总 的 流 是 

W = —D gradu + w, 


现在 我 们 只 要 把 此 式 代入 (3) 式 中 ,并 令 f==0 (EIDE. 
在 扩散 过 程 中 可 能 伴 有 分 解 反 应 或 物质 增生 ， 这 相当 于 出 现 
汇 或 源 。 如 果 这 些 源 ( 汇 ) 的 密度 例如 是 正比 于 浓度 ， 则 代替 
O) 式 的 就 是 方程 
div(Dgradz) — (vgradu) + 8u = 0 (10) 

其 中 是 比例 系数 [ 当 8 > 0 有 源 ( 物 质 增 生 ), 当 g < 0 有 
X]. 

注 1 其 他 问题 也 可 以 导出 上 述 方程 ， 例如 ， 考 察 绝缘 
介质 中 的 静电 场 问题 。 它 可 由 马克 斯 威 尔 方程 描述 : 

rE = 0, div D = 4xp, D = £E, 
其 中 巨 是 电场 强度 向 量 ，D 是 电感 应 向 量 ，s 一 s(z) 是 介 
质 的 介 电 系数 ，p 一 p(x) 是 在 点 x 一 (zo zo n) 处 电荷 
的 体 密度 。 由 方程 rotE = 0 可 知 , E 是 有 势 向 量 , 可 表 成 
E = —gradu, 
其 中 w 一 n(x) 是 电场 的 势 。 将 E= 一 gradw RADE 
div e É = 4xp,， 得 
div (€ gradu) = 一 4rp。 
如 果 介质 是 均匀 的 (8 一 const)， 则 
Au = —4rp/ £5 

在 真空 中 (e 一 1) 有 Au 一 一 4rp。 

如 果 问 题 是 定常 的 , 则 由 马克 斯 威 尔 方程 ,对 于 磁场 强度 
向 量 可 得 ( 静 磁 学 方程 ) 

rotH=0, divB = 0, B = # H. 

同 静电 学 类 似 , 引 入 磁场 势 u, 它 在 均匀 介质 (a = const) 中 
满足 拉 普 拉 斯 方程 Au 一 0, 并 且 H = 一 gradu. 

注 2。 定 常 不 可 压 流 体 流动 的 速度 势 p 也 满足 拉 普 拉 斯 
方程 Ap 一 0， 且 速 度 o= grado. 

如 果 方 程 (4) 的 解 不 依赖 于 z (显然 ,这 只 有 在 f=f x， 
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r> k= kleo za)， 边 界 条 件 不 依赖 于 :>， 以 及 特殊 类 型 的 
区 域 情况 下 才 有 可 能 ), 则 得 到 确定 ú = ules x3) 的 二 维 方 
程 


e= F (es aa) 2) Z (e a) 2e) 
= — f(z z). 

例如 这 可 能 在 下 述 情况 下 成 立 , 即 区 域 为 沿 z, 轴 的 母线 所 围 
成 的 无 限 柱 体 ， 并 且 方 程 的 系数 和 右 端 项 以 及 边界 条 件 等 一 
切 已 知 量 沿 母 线 都 不 变化 。 这 时 , 问题 可 在 平行 于 平面 x， 
a) 的 任 一 柱 体 截面 上 来 研究 。 

以 后 ,为 了 叙述 方便 ,我 们 仅 考虑 二 维 问题 。 转 到 三 维 椭 
贺 问 题 不 会 发 生 原 则 性 的 困难 ， 照 例 只 是 计算 和 公式 复杂 些 
mE. 

2. 在 导体 中 定常 电流 密度 分 布 问题 .定常 电磁 场 的 分 布 
问题 导 至 椭圆 型 方程 。 这 些 问 题 可 由 马克 斯 威 尔 方程 组 来 描 
述 ， 在 定常 情况 其 形式 为 


rH = tj, rotE = 0, 


(11) 
dvaH=0, diveE = 4xrp, 


Hp E 是 电场 强度 向 量 , H 是 磁场 强度 向 量 ，j 是 电流 的 体 
密度 向 量 , ? 是 电荷 的 体 密度 , 是 导 磁 率 , s 是 导电 率 。 

在 介质 为 各 向 异性 和 非 均匀 的 一 般 情况 下 , e 和 /是 依 
赖 于 空间 点 x = (zi z z) 的 张 量 。 如 果 介 质 是 各 向 同性 
的 ， 则 s 和 4 是 x 的 标量 函数 . 在 介质 为 各 向 同性 和 均匀 的 
情况 下 , s 和 4 是 常量 : s = const > 0, p = const > 0, EÑ, 
介质 中 ， 可 认为 p 二 1， 在 导体 中 s = 1, EAZ e= 
u= 1. 


在 一 般 情况 下 , 方程 (11) 中 的 了 要 用 j + j° 代替 , 其 
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中 j° 是 由 另外 的 电动 势 所 产生 的 电流 体 密 度 向 量 ， 在 这 里 
我 们 假定 JO 一 0， 如 果 介 质 是 非 传 导 的 , 则 了 一 0， 静 磁 学 
方程 (rot H — 0, div H 一 0) 在 非 传导 的 介质 中 也 成 立 。 

以 上 所 提 到 的 条 件 rotE 一 0， 意味 着 向 量 E 是 有 势 的 ， 
而 条 件 divH = 0 (在 u= cons 时 成 立 ), 意味 着 HERR 
场 ， 即 存在 向 量 势 A, 使 得 H = rotA, divA = 0. IB A 
满足 泊 松 方程 AA 一 〈 一 4r/c)7， 事 实 上 , (11) 的 第 一 个 方 
程 给 出 
rot H = rot rot À = grad divÀ — AA = —AA 一 (4z/c)7. 

由 于 研究 导体 中 定常 电流 的 分 布 而 产生 了 一 些 有 意义 的 
问题 ,从 马克 斯 威 尔 方程 (11), 得 到 电荷 守恒 律 

div j = 0, 
电场 的 有 势 性 条 件 ， 即 
E = 一 gradz， (12) 
应 该 与 上 述 守恒 条 件 列 在 一 起 。 电 流 密度 向 量 了 和 电场 强度 
之 间 有 联系 ， 这 种 联系 表现 为 欧姆 定律 
j= cE, a3) 
其 中 o 是 导电 系数 ,如 果 介 质 的 传导 性 不 依赖 于 方向 (传导 是 
各 向 同性 的 ), CE x = (zu zo z) 的 标量 函数 ;反之 ,0 是 
KE. 由 式 (12), (13) 得 j= 一 ogradw， 再 由 式 divj = 0, 
我 们 得 到 势 函 数 的 方程 div(o gradu) 一 0， 它 可 以 写成 如 下 
的 展开 形式 : 
> È (mw 2) = 0, 在 各 向 异性 介质 中 ， 


Gii 


Èe ( 9), 在 各 向 同性 介质 中 ， 


$ 
Ou 


ga h 在 均匀 且 各 向 同性 介质 中 ， 


i=1 
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在 可 传导 的 曲面 上 ,电场 向 量 的 切 向 分 量 为 零 ,这 等 价 于 
势 函 数 是 常数 : u= cos 〈 第 一 类 边界 条 件 )。 特别 在 接地 
的 理想 可 传导 曲面 上 w 三 0。 在 与 电介质 相连 的 导体 边界 


上 ,电流 密度 的 法 向 分 量 j= 一 0 8& 为 零 , 即 


Ou 
ðn 
在 研究 液体 和 气体 在 磁 流 休 管 中 流动 ， 以 及 在 研究 强 磁 
场 中 不 平衡 的 等 离子 体 的 性 态 时 ， 会 遇 到 有 界 区 域 中 电动 力 
学 的 定常 问题 ,它们 的 特性 就 是 广义 欧姆 定律 ,此 定律 不 仅 表 
示 向 量 了 对 于 已 ， 而 且 表示 向 量 了 对 于 H 的 依赖 关系 。 首 
先 必须 指出 , 在 以 速度 o 运动 的 介质 中 , 欧姆 定律 (13) 的 形 
式 为 


一 0〈 第 二 类 边界 条 件 ). 


j= (Ë + [oH]). (14) 
如 果 介 质 以 速度 v 运动 ,并 考虑 到 所 谓 土 尔 效应 , 则 广义 欧姆 
定律 为 
j + [jQ] — o(E + [vH]), o- P 


(15) 


其 中 8 是 堆 尔 参数 ，c > 0 是 导电 系数 . 

WREKSA 8 — 0， 则 关于 i 的 这 个 方程 变 成 运动 介 
质 中 通常 的 欧姆 定律 . 

假若 位 移 电流 和 感应 磁场 都 小 得 可 和 忽略， 这 就 允许 将 磁 
场 看 成 是 不 变 的 和 给 定 的 . 

导电 系数 "， 霍 尔 参数 及 介质 速度 v 的 空间 分 布 都 将 
认为 是 给 定 的。 在 一 般 情况 下 ,这 些 量 可 从 求解 另外 的 方程 
而 得 到 ,例如 磁 气 动 方程 ,电子 能 量 守 恒定 律 ,等 等 . 

以 下 仅 限于 研究 二 维 问题 ， 假 定向 量 j, E, o 都 与 坐标 
x, 无关, 并且 都 位 于 同一 平面 G, z) E, 因此 


J=(j, b, 0), E=(E.,., En 0), v= (vo v0), 
而 磁场 H f Bt Q 垂直 于 平面 Go r): 

H=(0,0, H), Q= (0, 0, Q). 
所 有 这 些 函数 jo jh Eo E,, vo v H, 9 都 只 依赖 于 x 和 
x2。 这 时 方程 rotE 一 0，divj 一 0 及 欧姆 定律 (15) 有 如 下 
形式 : 


ðE, ðE: ði Oj 
=0 aa 一 0 
8x, 8x, s Ər Bx, 四 
h + Qj =o(E, + nH), 
h — Qj, = o(E, — H). a6) 


这 里 写 出 了 对 四 个 未 知 函数 E E,, io h 的 四 个 方程 ; 函数 
v v H, Q, o 是 给 定 的 

我 们 在 边界 为 工 的 有 限 区 域 G 中 讨论 这 些 方程 。 在 曲线 
T 上 需要 给 出 边界 条 件 ,考虑 如 下 的 边界 条 件 : 

1) 穿 过 边界 的 电流 密度 向 量 的 法 向 分 量 是 给 定 的 ， 

j= gG), 在 T 上 ， 

其 中 gG) 是 弧 长 :的 给 定 函 数 ， 弧 长 由 曲线 T 上 的 某 一 点 
算 起 ; j, 是 向 量 了 在 曲线 了 外 法 线 z 上 的 投影 

g(s) = 0 的 情况 相应 于 理想 电介质 ， g(s) > 0 的 情况 
相应 于 《理想 分 隔 》 电 极 . 

2) 另 一 类 边界 条 件 是 要 求 电场 向 量 的 切 向 分 量 E, 在 两 
种 介质 的 分 界面 上 连续 .这 样 , 沿 着 连续 理想 导体 电极 ,电场 
的 切 向 分 量 为 零 ， 

E, = 0. 

在 一 般 情况 下 , 边界 T 可 分 成 有 限 段 ro 在 各 段 给 出 不 同类 
型 的 边界 条 件 . 

下 面 我 们 假定 C 是 矩形 ABCD. 边界 了 是 理想 电介质 
壁 ,但 要 除 掉 两 个 电极 CAB 和 cdCCD， 这 两 个 电极 或 
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者 是 理想 分 隔 G, > 0), 或 者 是 理想 导体 《Es 一 0)。 由 方 
程 (16) 可 以 引进 标量 函数 plon), He E= 一 8grad9 R 


2 d er 


A t F ` 6 
图 1 
者 E, 一 一 名 ， 已 一 一 中 同样 ,可 引进 向 量 函数 〔 向 量 
势 ) $ — 0, 0, #(zo za))， 并 令 
了 一 mot 风 或 者 六 一 8 六 一 一 8. 
Ox; 
将 这 些 表示 式 代 人 欧姆 定律 (15), 就 得 到 


ðb _ Oy Op 
g: A pp =. u es 
Dr ðr 8x, trs 


Bp ob_ ð s 
Be 93; ° dr™ nH. 
边界 条 件 h = gC:) RA 
Z = G), 
它 等 价 于 条 件 
D laer = >G) = | Gas. as) 


H E, = 0 得 6p/6: = 0, 由 此 得 

Pla) [zer = const. 
不 难 从 函数 中 和 的 两 个 一 阶 方程 组 用 消去 9 的 办 法 得 到 
的 一 个 二 阶 方程 、 
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A 


ðr, \o Br o Dr 8xz, NC ðr 
+ (890) y, 
Əx,NG Əx, 
t-> 8 8 " 
f= — (vH) + — (r-H) = div(Ho). 
GEN Ox;, 


为 此 ,只 要 将 方程 (17) 3: E 1/c, 第 一 个 方程 对 x 微分 ,第 二 
个 方程 对 x 微分, 再 从 第 一 个 等 式 减 去 第 二 个 等 式 即 可 . 
边界 条 件 4(s) 一 xs) PRAZO 而 条 件 pC) = const 
则 由 (17), (18) 而 变 成 斜 微 商 条 件 
ðh ðh 
a ta TE (19) 
事实 上 , $ n= (cosa, sina) 是 曲线 工 的 外 法 线 单位 向 量 ， 
r =(—sina, cosa) 是 切线 单位 向 量 。 首先 注意 到 ， ww 一 
vicosa + u; sina, 


ðb — 3v Op 


oi 一 的 
w - Sar sina + SE cosa, 


然后 ， 用 — sine RHE (17), cosa 乘 方程 (18), 再 将 所 
得 的 两 个 方程 相 加 ， 


o y gôt w. 
PA +Q o: os,H. 


MRE p(s) = cont 或 9p/8s = 0， 由 此 就 得 到 条 件 (192. 
MRR O 和 9 是 常数 , 则 方程 L$ 一 了 变 成 泊 松 方程 
An 一 —of, 
于 是 就 有 如 下 的 边 值 问题 : 
Lb = f 4 z*= G z) € G, 
$G) = >G) E z, L, 


2e + o Êb — H fg ra E (19') 


其 中 y, +y, = T. 
我 们 来 考察 满足 齐 次 边界 条 件 (18) 或 (19), 或 (19 ) 的 
序数 上 所 组 成 的 函数 类 更. 
上 面 所 定义 的 算 子 工 在 函数 少 的 函数 类 更 上 是 正 的 ， 即 
C, Lp) 一 [foLoaras, > 0, 
Hi—B b E E dEB1 388609, L s= L*, 即 对 更 中 任意 的 四 及 
$, 
(#, L$) = (Lg, p). 
但 是 我 们 注意 到 , 如 果 没有 霍 尔 电流 , 即 9 = 0, WAF, 
jp = — div EZG ) 
EARM, L= Lr, 
例如 ， 我 们 来 证 明 关系 式 (2, LA) > 0 的 正确 性 . 为 
此 ,利用 格林 公式 ， 


@, L= jef- D Trog +o 99) 


x, o T Vx, Ox; 
8 Op oy } 
十 一 一 
8x, (s= < 25) dd 


一 j; =: VV daxdx, 


+ 由 (3e 2E 一 PA dx; 
+fo1( (8 +o 好 Jar (20) 
设 沿边 界 Wd 


$ (2 十 9 29) = F(s), 
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Z p p RERE (18) 或 (19) 中 的 任 一 个 ， 也 就 是 中 和 $ 
属于 类 于 时 ,这 个 函数 等 于 零 . 然后 在 公式 (20) 中 令 允 一 山 ， 
立刻 得 到 


($, L$) = | 仁 Ivepanan = ( Ì4) > 0, 
G 
由 公式 (20) 也 可 看 出 ， 
(p, LP) = ||1 vevaanan, 
G 


Oy $ _ 3p 60 
+n, 
ôx, Ox, Bx, SE) KiKa 


(E, Lo) = || vovoands, 
G 


o ($ ƏŞ _ Ov OF 
2 z 
ff (as ðn ðn Ea a 


所 以 ， 仅 当 条 件 


ôp Op _ p 65 
2 (2b Əb _ 92 PL) drar, = 0 
j: (E Oxr, Ôx, ð: $) aii 


满足 时 ( 当 9 = 0 时 ,这 个 条 件 满 足 )，(G, 工 中) 一 ( 工 5,)。 

3. 弹性 固体 静 力 学 。 ”在 外 力作 用 下 固体 会 发 生 一 定 程 
度 的 变形 ,也 就 是 说 , 形状 和 体积 都 会 发 生 改变 . 令 x = (zi, 
x 2) 是 外 力 尚 未 作用 前 固体 某 一 点 的 矢 径 ， 而 x' 一 G, 
x 3) 是 外 力作 用 后 这 一 点 的 矢 径 。 可 用 向 量 a= x — x 
来 表示 变形 时 点 的 位 移 , 称 为 位 移 向 量 , 它 的 分 量 为 

u= x — x, i=1,2,3. 

显然 ,给 出 物体 每 一 点 的 位 移 向 量 ,就 足以 描述 物体 的 变 
ERA. 

为 了 导出 描述 固体 变形 状态 的 方程 (假定 处 于 平衡 ), 我 
们 在 物体 中 划 出 任意 一 块 由 表面 S 所 界定 的 体积 了 。 写 出 作 
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用 在 体积 了 上 所 有 的 力 的 主 向 量 为 零 这 个 条 件 . 体积 力主 向 


量 等 于 
fjer, 


v 
其 中 F= (F. F, F,) 是 作用 在 单位 体积 上 的 力 。 从 V 外 
通过 表面 S 作用 到 该 体积 上 的 力 的 主 向 量 等 于 


Wa 


其 中 f = (fu ho f) 是 作用 在 单位 面积 上 的 力 . 使 体积 力 和 
表面 力 的 主 向 量 之 和 等 于 零 ， 得 到 
fff Far + ffres =0. (21) 


sS 


将 这 个 关系 式 作 一 改变 ,按照 奥 氏 公式 ,标量 函数 妃 的 曲 


面积 分 
Ju 


s 


可 以 表示 成 某 向 量 z, 的 散 度 的 体积 分 , 即 
III fids = Jara, (22) 


其 中 z, = {zis Ti rahe Xit 

f: = racos(n,x,) + riacos(n,z;) + rscos(n,x,), (23) 
其 中 m 是 $ 的 外 法 线 . 将 (22) 代 人 《21) 后 ,并 考虑 到 对 任 
BER V, Q1) 式 都 是 成 立 的 ,我 们 得 到 下 面 的 方程 组 : 


3 ôr; 


+F,=0, i=1,2,3, (24) 
j=1 Ox; 
Em |tu zo ra 
全 一 ||ra rz Ta 
|z. T32 Ta 
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称 应 力 张 量 , 而 函数 ra 称 应 力 张 量 的 分 量 、 

我 们 来 鹿 明 应 力 张 量 分 量 的 力学 意义 。 按 定义 ,fi 是 作 
用 在 曲面 Ss 上 的 力 f( 单 位 面积 上 的 作用 力 ) 在 x; 轴 上 的 投 
影 . 在 S 上 取 一 点 ,使 此 点 的 外 法 线 沿 x, Bh, 由 (23) 式 得 到 

fi = ra. 

因此 ri 就 是 作用 在 单位 面积 上 并 垂直 于 Or 轴 的 力 在 
Ox; 轴 上 的 投影 ;更 确切 地 说 , ru 是 这 个 力 的 法 向 分 量 , ra 和 
zi 是 切 向 分 量 . 在 图 2 中 标明 了 应 力 张 量 分 量 的 力学 意义 . 


图 2 
现在 写 出 对 于 坐标 轴 的 主 矩 等 于 零 这 个 条 件 ， 对 轴 Orn 
的 力 短 等 于 零 ， 
fff CaF; 一 z;F,)4V + ffen ~ zfs = 0. Q5) 
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由 《23) 式 ,有 
f (afs — zf )dS = ICA 一 zarar) cos (n, xz) 


s 
+ Cata 一 tTn) cos (n, x) 


+ (zs 一 tTn) cos (n, z)las, 
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或 者 按 奥 氏 公式 将 后 一 积分 作 变 换 : 
I! (x — xh)ds = aves, 一 xz,)dV 


Vv 
Merea a 


ta r> Ara) 
二 
( GEA Br Ox 


+ va — ra} dV. 
将 此 式 代 入 (25), 并 注意 到 (24), 可 得 
IIG — rt»)dv = 0. 
v 


由 于 体积 VV 的 任意 性 ,得 ra = ra。 类 似 地 可 得 关系 式 ro 一 
Pata = Tu. 

我 们 已 经 证 明了 应 力 张 量 是 对 称 的 ,因此 方程 组 (24) 仅 
包含 6 个 未 知 函数 ， 

为 得 到 位 移 向 量 u 的 方程 组 ,我 们 要 引出 变形 张 最 ,并 建 
立 应力 张 量 分 量 与 变形 张 量 分 量 之 间 的 联系 。 

当 物 体 变形 时 ， 各 点 间 的 距离 发 生变 化 .我 们 考察 任意 
两 个 相 接近 的 点 . 令 第 一 个 点 的 矢 径 是 x = (oz x3); 而 
第 二 个 点 是 x+ Ax = (x, + Ar, x; + Ax) xy + Ar). x 
点 的 位 移 向 量 是 a(x) = (u(x), ux), ws(X))， 而 点 x 十 
Ax 的 位 移 向 量 是 
u(x + Ax) = (u(x + Ax), u(x + Ax), u(x + Ax)). 
向 量 Au = u(x + Ax) 一 u(x) 刻 划 了 向 量 Ax 位 置 的 变 
化 ,并 且 有 


-5 As B+0CAxl?), (26) 
而 向 量 Ax 十 Au 刻 划 了 上 述 各 点 在 位 移 后 互相 间 的 距离。 
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计算 向 量 Ax + Am 的 长 度 ， 


3 
iAx + Aa) = |Ax|2 + 2 2 Aramw + Aul? 


š 2 $ / ðu; Ou; 
= |Ax|? + > > P + 2u) Arias 
+ |Au|? 十 OC1AxP). 

现在 我 们 引进 通常 在 几何 线性 弹性 理论 中 所 作 的 假定 . 
我 们 将 认为 所 考察 的 物体 是 小 变形 ,因此 可 以 假定 64;/8x;< 
l. 根据 这 个 假定 ， 导 数 6wu;/6x; 的 平方 项 及 乘积 项 与 它 的 
一 次 项 相 比 可 以 忽略 . 

如 果 


Ou _ Ou, ae ĝu, Âu, 
x, T Br z 8x, (总 + x; 
则 按 精度 Oax + laul), 点 x 和 x 十 Ax 间 的 距离 平 
方 在 位 移 后 保持 不 变 , 即 这 时 可 以 认为 是 没有 变形 的 ， 
因此 ,在 所 作 的 假定 下 ,条件 (27) 是 没有 变形 而 有 位 移 ， 
即 刚性 位 移 的 条 件 . 
我 们 将 关系 式 (26) 写成 如 下 形式 : 


3 1 k 
++ as (g: 四 r”) + 0(lAx|’), 

i=l, 2, 3. 
由 此 可 见 , 在 点 x 和 x + Ax 变形 后 ,由 向 量 Au 所 刻 划 的 
向 量 Ax 位 置 的 变化 ， 在 精度 oax) 的 范围 可 以 由 刚 
体位 移 和 对 称 张 量 
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Ë En ên 


所 表示 ， 其 中 
1 / x, ĝu; 
sú = > (a + 3): (28) 

这 个 张 量 称 为 变形 张 量 ,而 函数 sx(x) 称 为 变形 张 量 的 分 量 . 

可 以 证 明 , 变 形 张 量 的 分 量 有 如 下 的 力学 意义 : sr ER 
先 平行 于 Or; 轴 的 线段 的 相对 伸 长 ; 28;; (i >< j) 表 原 先 平 
ITF Oz,, Ori 轴 正 方向 的 两 个 向 量 所 夹 直 角 的 减 缩 . 

广义 虎 克 定律 建立 了 应 力 和 变形 张 量 分 量 之 间 的 关系 : 
应 力 张 量 分 量 是 变形 张 量 分 量 的 线性 齐 次 函数 , 即 

Tij = E Causa i, j=1,2,3. 


a,B=1 
四 级 张 量 Cija 称 为 弹 模 张 量 。 众所周知 ， 它 总 是 具有 对 称 
性 : 
Cijag = Ciiag = Cijpu 一 Cusiis 
即 81 个 参数 不 同 的 仅 21 个 . 
在 各 向 同性 体 的 情况 下 ， 不 同 参数 的 数目 减少 到 2 个 . 
这 时 虎 克 定律 的 形式 为 
va ™ > 8; + 26; i= 1,2,3, G29) 
Tij = 2g; ij i j= 1,2,3. 
将 (29) 代入 (24) 并 考虑 到 (28), 得 到 如 下 的 以 位 移 表 
示 的 弹性 固体 平衡 方程 组 ( 拉 梅 方程 组 ): 
afa (ou) 8 Ou; ON = 
>l (a 元 | 十 AG ($i + 5) + F, =0. (30) 
如 果 物 体 是 均匀 的 , 即 如 果 拉 梅 系数 4 和 4 不 依赖 于 x*， 
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划 方 程 组 (30) 按 向 量 形式 可 写成 

Au 十 (1 十 wz)grad diva + F = 0. 
此 外 ， 如 果 F,= 0, a= 0, M Fi F; uo za BARF 
t 则 得 平面 问题 


Qatay Ai t p D tt t+ h =, 
8x ks P 


(31) 
Ou, 
GQ +) sa 天 Fa ETA A. LGA T+ YS + P =, 


作为 边界 条 件 , 例如 对 方程 组 (31), 可 以 在 区 域 的 边界 
上 给 出 位 移 向 量 分 量 a u 的 值 , 即 
t = go t= g 
或 者 给 出 应 力 向 量 分 量 的 值 
Tucos(n, zx,) + racos (my x,) = fis 
Tucos (Nn, x,) 十 racos(n 22) = fx, 62) 
其 中 r; 由 (28),(29) 确定 。 还 可 以 有 其 他 的 边界 条 件 的 提 
法 . 

4. 板 的 平衡 . 作为 弹性 理论 问题 的 第 二 个 例子 RNA 
察 薄板 的 平衡 方程 .我 们 把 板 看 作 是 这 样 的 弹性 体 ， 它 的 两 
侧 为 平行 平面 所 界 、 这 两 个 平面 间 的 距离 远 小 于 此 物体 的 其 
他 尺寸. 

我 们 取 一 块 均匀 各 向 同性 板 , 板 厚 等 于 h, 并 将 它 放置 在 
坐标 系 中 ,使 得 平面 C a) 为 板 的 中 面 . 假定 板 上 的 荷载 
垂直 于 板 的 上 表面 ,而 下 表面 是 自由 的 . 

为 得 到 找 述 板 的 变形 状态 方程 、 我 们 利用 前 面 引入 的 关 
RA (24), 并 假定 Fi 一 F, 一 F, 一 0， 即 假定 没有 体积 力 。 


用 乘 关系 式 《24) 的 前 两 个 方程 并 将 它们 从 _ 到 
+ 对 罗 积 分 ， 再 用 分 部 积分 变 拘 左边 的 最 后 一 项， 注意 到 
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谱 力 张 县 的 对 称 性 及 荷载 垂直 于 板 面 的 条 件 ， 即 
Talai za h/2) = ra(xiy t2 —h/2) 一 raCz x23 h/2) 
= Talr t —h/2) 一 0， 
就 有 
8 y 


Bx 


A/2 a (A/2 
Toz dx; 一 | Tadxzs = 0, 
—h/2 


G3) 
8 fan 8 (a2 An 
zl a rdxs + Br) rons 一 人 rades = 0. 


对 (24) 的 第 三 个 方程 从 一 4/2 到 4/2 对 z, 积分 ， 并 利用 应 力 
张 量 的 对 称 性 以 及 荷载 作用 于 板 的 上 表面 , 则 有 
8 I: 


Ox, 


=h; -h2 


> Í 
Yuxsdxs + 一 一 
< LX3dX3 Əx, 


An 
Yadxs + 2f Tndxs + Ta(x1,x2,4/2) = 0. (34) 
-4/2 ðr) -42 


我 们 引进 如 下 记号 : 
hp? 


C4/2 
Mi | Tuxdxs, M,= | Taxdx3» 
-an -an 
an 
Mu = -| raedt q = tux, x23h/2), (35) 


h2 
a ee 
一 有 /2 一 由 /2 


函数 MCx1,x2), Marixa) KABE, Mu(x1, x2) 称 为 扭 
E, Olto n), Oro z) 称 为 前 力 。 按 这 些 新 符号 ,方程 
(33), (34) 的 形式 为 


ðM, _ Mu 
— — — — 9, = 0 
x, Or, 9 É 
M, , ðM: 
一 一 上 十 一 一 0 一 0 
Br Ox, ° š 


39, + 59 +q =0. 
x, Dr 


由 此 消去 Qo 0, 得 到 一 个 具有 三 个 未 知 函数 的 方程 。 
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2 2 2 
DM. 2M + g, (36) 
但 是 这 三 个 未 知 函 数 并 不 是 独立 的 ,只 要 将 矩 Mo Mo 
Mn 用 挠 度 函 数 w(x,, z;) = u(r x2 0) 表示 ,就 可 确信 这 
一 点 . 我 们 假定 挠 度 与 板 的 厚度 相 比 是 很 小 的 ,而 中 曲面 ( 受 
荷载 后 板 中 面 记 变 成 的 那个 曲面 ) 是 中 性 的 , 即 它 不 受 拉 伸 和 
压缩 . 
首先 求 出 用 ww 表示 的 相对 伸 长 6x3, t223), Ealt t225) 
和 相对 剪 切 s(x,,x;, z) 的 公式 . 取 放 的 一 个 微 元 , 它 由 平 
Im x, = š, x= i + Ari; n=, n= h + Arn 截 板 所 
得 ,假定 这 微 元 变形 后 它 的 侧面 仍 为 平面 ,我们 考察 平行 于 
Oxx, 平面 的 变形 后 微 元 的 截面 , 这 个 截面 画 在 图 3 rB. 
由 于 拨 度 很 小 ,可 以 认为 中 曲面 的 转角 也 很 小 ,所 以 假定 
它 与 它 的 正切 是 相等 的 . 由 此 
Ap, 一 Sa z) 一 PAG + Arra) 
w 
ðr 
距 中 曲面 为 x, 的 板 微 元 在 Ox 轴 方 向 的 相对 伸 长 正比 于 xz, 


Z 


Ati. 


因此 


sa 一 % A 一 一 加 P=, (37) 
类 似 地 可 求 出 
EE-d x. (38) 


ð 
这 样 ， 相 对 伸 长 的 关系 式 就 找到 了 . 

”在 变形 时 ,截取 曲面 微 元 的 那些 平面 要 发 生 转动 。 这 时 
板 上 点 的 位 移 a, 当 点 距 中 曲面 越 远 及 转角 越 大 时 , 它 也 就 越 
K. 所 以 

ðw 


mCi zo 2) = =z; Bx 
根据 类 似 的 考虑 
Ow 


za(z to x) 一 =r —, 


Ox; 
将 这 些 式 子 代 人 su 的 表示 式 中 ， 得 


Ow 
w — . 39 
£n kI" (39) 


为 了 从 所 给 的 变形 中 求 应 力 ， 我 们 应 用 虎 克 定律 (29), 
同时 我 们 假定 应 力 张 量 分 量 ro 5 Tus ra 相 比 很 小 ,可 以 
忽略 . 因此 

ra = ja ta) H E es， 


2 十 1 2 十 1 
r = —2 en + tle +a) ( FD 
2, + 1 2 + 
Tu = 2pE12. 


将 拉 梅 系数 2 和 & 换 成 其 他 的 弹性 常数 一 一 伸 长 模 量 E( 杨 
RER) 和 泊 松 系数 », 它们 和 4, 4 的 关系 是 


za. SE TEED ae 
G+69GQ— 2) Ty 
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我 们 得 到 


Tu = 


8 m (sa + v8n), rx = z > Cven + En)» 
一 YY -y 


1 


Yo = 


E 
1-+ y Fi 
将 关系 式 (37)—(39) 代 人 这 里 ,并 将 新 得 到 的 r; 的 表 
示 式 代 人 (35) 就 得 出 用 搁 度 函数 表示 力 甜 的 表达 式 
Ow 


ms ys 
8x; 
pA Ow 
pa š 0 
M, pl Be ze) (40) 
Ma = D1 一 
D( ») Be 


其 中 D = ER/12(1 — r) 是 板 的 刚度 系数 . 
后 ,将 (40) 式 代 人 方程 (36) 得 到 找 度 函数 的 方程 
机 ðw ðw ðw q 
aw = todd o 4) 
当 研究 板 的 能 量变 分 时 ,很 自然 地 可 以 得 到 方程 (41) 的 
边界 条 件 。 我 们 不 去 推导 能 量 表达 式 ， 而 仅 写 出 单位 边 长 方 
板 的 能 量 表 示 式 ， 


"中 leo-a-o 共 区 


一 人 w] hazdan (42) 


对 能 量 (42) 作 变 分 并 用 分 部 积分 将 所 得 的 式 子 改变 形 
状 ,我 们 得 到 如 下 的 边界 条 件 〈 例 如 对 < = 0): 
1) HZR 


ww(0,m) 一 0， au (0,m) 一 0. 
Əx, 
2) RAR 
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w(0,x,) = 0, p/u + > ) = 0。 
xi 8x 
3) 自由 端 条 件 
D (SE + 8) 一 0， 


Or? 日 好 

ð (2 Pw 
D- 一 (2 二 (2 一 一 

anog O aa) 


在 板 边界 的 其 他 区 间 上 ， 也 可 以 写 出 类 似 的 边界 条 件 . 
我 们 仅 指出 ,如果 在 板 的 相 邻 两 边 上 给 出 的 是 自由 边界 条 件 ， 
则 在 这 两 边 的 交角 处 ， 要 补充 给 出 扭矩 的 值 

除了 这 些 边界 条 件 外 ,还 可 以 给 出 另外 类 型 的 边界 条 件 ， 
但 这 里 就 不 谈 了 。 


8 2. 椭圆 型 方程 简介 


1. 二 阶 方程 。 ”个 自 变 量 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 有 如 
下 的 形式 : 


L(u) 一 > Aala) 


A 
+ 5 B.G) = +CG@)e=/G), G) 


这 里 的 Aass Bas C, f i Z z" xn 的 实 函数 ; 变 
最 x, x,,"…*, z, 看 作 是 = 维 欧 氏 空间 E, 中 某 个 点 * 的 坐 
标 .而且 假 定 函数 A. Ba C 是 可 测 的 和 有 界 的 . 方程 (1) 
在 点 = 称 为 粮 罗 型 的 ,如 果 


BD) AEE 当 |£| =< 0, (2) 
a,B=1 


其 中 io ooo F 是 任意 实数 ,而 1$| — (278). 
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梅 圆 性 条 件 《2)， 还 可 以 有 其 他 的 形式 . 不 等 式 (2) 左 
边 是 se 的 连续 函数 ,所 以 当 满足 不 等 式 (2) 时 不 变 号 ,必要 
时 可 改变 所 有 系数 Aa 的 符号 ， 代 替 (2) 可 得 等 价 的 条 件 


> Aali >0 当 |£| = 0. (3) 
ap8=1 


不 失 一 般 性 ， 可 以 认为 Asl) = AE) MARERA 
(3) 是 二 次 型 正定 的 条 件 . 而 对 于 正定 二 次 型 成 立 不 等 式 


TOLOI E >n (4) 


其 中 xz) 是 对 称 和 矩阵 lAl 的 最 小 固有 值 . 因此 在 方程 
(1) 的 椭 贺 性 定义 中 可 以 用 要 求 满足 条 件 《4) 来 代替 条 件 
(2). 

在 二 维 空间 的 情况 下 , 即 x = 2, MER (2), 或 者 
说 二 次 型 (2) 正定 性 条 件 可 表示 成 

An) = AACE) < An(z2)Ax(z). (5) 

方程 (1) 称 为 在 区 域 De E, 是 椭圆 型 的 ,如 果 在 此 区 
域 的 每 一 点 它 是 椭 贺 型 的 、 

HE O) KAER DEE, EOAR W RE 
条 件 (4) 中 

infy(*) 一 2 二 0。 

这 时 代替 (4) 可 写成 


>; A. (z) 5 之 5 EZ, z€ D, v 一 const > 0. (6) 


a, B= 
作为 二 阶 椭 贺 型 方程 例子 的 有 
拉 普 拉 斯 方程 
As > Ow _ 0, 


2 
Rar re 


泊 松 方程 
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一 Ax =f (2), 
不 含混 合 导数 的 方程 


Ou 
— S46 
PA a 


+ > Bal) r. + C(x)u = f(x), 
a= Xa 


Au > 0. 
2. 高 阶 方程 。 个 自 变量 的 2 m 阶 线性 偏 微 分 方程 可 
写成 


2m " 


Otu 
Dy DA) 


REO ara ak =1 Ota Oxa,** “Oxor 


方程 (7) 在 点 * 称 为 椭 贺 型 的 ,如 果 


=f). (7) 


Do Aaa E EnEn Enn 0, 3 El < 0. (8) 


arars"sar6=1 


方程 (7) 称 为 在 区 域 DEE, 是 椭 贺 型 的 ， 如 果 在 区 域 的 每 
一 点 它 都 是 椭圆 型 的 . 
与 二 阶 方程 一 样 ， 椭 图 性 条 件 (8) 可 写成 


" 


> Aapan E) Ena Enn >E) Ds" (9) 


apagar dm = azı 


重 调和 方程 是 高 阶 椭圆 型 方程 的 重要 例子 ， 
《一 A)”w = fG), 
其 中 A” 是 mw 重 拉 普 拉 斯 算 子 , 并 且 根 据 递 推 关系 的 定义 ， 
A'u = Au, A? = A(Ax),::., A"u = A(A™- 4), 
m>i. 
当 m=n=2 时 ,就 是 平面 双 调 和 方程 


Ou Ou Ou 
一 一 十 2 十 — = IG). 
E T T 


当 n> 1 时 ,一 切 椭圆 型 方程 都 是 偶 次 阶 的 . 
3. 方程 组 。 假定 伪 微 分 方程 组 包含 P 个 未 知 函 数 mm， 
tt， 每 个 图 数 依赖 于 = 个 变量 , 令 mj 是 方程 组 中 函数 
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Au 一 


“i 的 导数 的 最 高 阶 数 。 这样 的 方程 可 写成 
? mj " T tu; 
> > a Be 7 
i = 1,2,..., p. (10) 
我 们 考察 ? 阶 行列 式 , 它 的 第 i 行 第 ; 列 上 的 元 素 为 
3 Aidan ala E, 


aayqa = mje 


方程 组 (10) £ z ARAR EARK ,如果 
de| > AS Dinta Ean |5 0 


Cutar Em m 


IE] = 0. (11) 
方程 组 (10) 称 为 在 某 区 域 D € E， 是 椭圆 型 的 ,如 果 它 在 该 
区 域 的 每 一 点 ze D 都 是 椭 罚 逻 的 . 
拉 梅 方程 组 是 椭圆 型 方程 组 的 一 个 很 重要 的 例子 


Ou On On. 
2) — tu == P 1 + 2 
G+ 20) Fm u ( ir orð 
+G + ç s S= 
arð 
Otn) Ph u De t Q t 2p) S Ze 
rm, 
+a Da L Q tp) 一 一 加 
Gx 8xƏx, 
ata) B +G +a) Qata a 
ôx 


+a TR 


这 个 方程 组 包含 三 个 未 知 函数 《p 一 3)， 它 们 依赖 于 三 个 自 
变量 (n 一 3)。 这 个 方程 组 仅 包含 二 阶 导数 《m; = 2). 对 这 
个 方程 组 而 言 ,条 件 (11) 中 出 现 的 行列 式 等 于 


elEP + Q + pi Ca + u) 5, Q + Dš, E, 
《1 + p)562 ulë Patai Q + pit 
I GQ + 583 O +u) lE P + Q + pE 
= G + 2p) |El. 
在 实际 问题 中 ,最 低 限 度 有 4 > 0A p> 0, AEH, =< 0 
时 ,上 述 行列 式 不 会 为 零 . 
在 二 维 情况 下 ， 方程 组 的 形式 为 
2e 


atima Di t Gat p) e= lo 
G) l u D t G + Sa Zu 一 h 


条 件 (11) 的 行列 式 等 于 aA 十 2p)181'. 
AXR. En 维 欧 氏 空间 的 区 域 G 中 ,给 定 二 阶 
椭圆 型 方程 


Lu = N = (aa) 


asp? 
es Ou 
+> B.G) 6 + Ca)u = IGO. (12) 


函数 a(x) 称 为 方程 (12) 在 WiG) 中 的 广义 解 , 如 果 它 属 
于 空间 WG)， 并 且 对 任意 的 函数 GO € WG) 都 满足 
积分 恒等式 


Je 4555 a )# 
人 a3) 


这 里 的 WiG) 是 函数 空间 ,这些 函数 都 属于 LG) 并 
且 有 一 阶 广义 导数 ,这 些 广义 导数 也 属于 LG). WCG) 中 
的 范 数 定义 为 
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Ilmo = Í|. [>í #. ry 2 二” . a9 
WG) E WAG) 的 子 空间 , 它 是 由 无 限 可 微 并 在 G 中 有 列 
紧 支 集 的 函数 所 构成 的 集合 根据 WCG) 的 范 数 所 得 的 闭 包 。 

设 方程 (12) 在 区 域 G 的 边界 了 上 给 定 了 边界 条 件 
u(x) 一 0， xer. (15) 
函数 ule) € WG) 称 为 问题 2),G5) 在 WG) 中 
的 广义 解 ,如 果 对 任意 函数 ne) E 户 XG)， 它 满足 积分 等 式 
(13). 
设 方程 (12) 在 边界 T 上 给 出 了 边界 条 件 


ðu _ > Ou 
DS >, Aap an cos(n,xa) = 0, (16) 
其 中 4 是 TT 的 内 法 线 . 


函数 u(x) € WIG) KAM (12), (16) 在 WCG) 中 
的 广义 解 , 如 果 它 对 于 任意 函数 e) EWG), WERDE 
等 式 (13). 

对 于 高 阶 方程 和 方程 组 的 广义 解 可 作 类 似 的 定义 . 

5. 边 值 问 题 的 变 分 提 法 。 ” 导 至 椭 贺 型 方程 的 很 多 数学 
物理 问题 ,除了 寻求 微分 方程 的 解 这 个 基本 提 法 外 ,还 有 所 谓 
变 分 提 法 .这 就 是 说 ,存在 一 个 泛 函 , 它 的 极 小 元 就 是 所 讨论 
的 问题 的 解 ， 在 此 情况 下 寻找 微分 方程 某 种 解 的 问题 ， 可 用 
寻找 使 相应 泛 函 达到 极 值 的 元 的 问题 来 代替 ， 

&c En Ç a 要 求 寻找 微分 方程 


a= È Z (ae) ceo = 07 


的 解 , 它 在 区 域 G 的 边界 Cia E aspika t 
u(x) = 0, x€ T. (18) 
假定 方程 (17) ERARA, MEERE (A.G) 是 对 称 的 ， 
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即 A.G) = Aske). 问题 (17), (18) 等 价 于 如 下 的 变 分 问 
题 : 在 满足 条 件 (18) 充分 光滑 的 函数 类 中 ,寻找 使 下 面 泛 函 
取 极 小 的 元 
t Z Ou Ou . 2 
IG) = | [> AD 各 全 cope] åz 


GerB=1 8 
+ Jaa. (19) 
如 果 在 区 域 G 中 要 求 方程 (17) 满足 第 二 类 边界 条 件 (16) 的 
解 ， 则 相应 的 变 分 问题 的 提 法 是 在 充分 光滑 的 函数 类 中 寻找 
使 还 函 (19) 取 极 小 的 元 ,对 第 二 类 边 值 问题 ,在 求 极 小 元 的 
函数 类 上 不 需 加 住 何 边界 条 件 . 
对 拉 梅 方程 组 


z Ou; marth 
I >| 8 人 “N + 8 4 (898 + 2 +F,=0, 
TELOr Ôx; Bx; Bri 8x, 


1 一 1，2， 


并 带 有 第 二 类 边界 条 件 


2 
> vicos(n, x;) + fi = 0, i=1,2, xr€T, 
j=1 


它 的 变 分 提 法 是 在 充分 光滑 的 向 量 函数 类 中 ， 寻 找 使 下 面 泛 
函 取 极 小 的 元 


HW) = we) —|, Fiu; — (Bs, 
其 中 
wD = 二 | P [y + Ge] (+ 92) 
+a (e + Se) Ja. 
EB WG) 是 弹性 变形 能 . 
最 后 ,我 们 指出 二 维 双 调和 方程 第 一 类 边 值 问题 的 变 分 
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提 法 . 在 区 域 c 中 寻找 方程 


Au = f(x), x€ G (20) 
的 解 ,使 它 在 边界 T 上 满足 第 一 类 边界 条 件 
ua) = D 一 0， zer. QD 
问题 (20),(21) 的 变 分 提 法 是 在 充分 光滑 并 且 满 足 条 件 (21) 
的 函数 类 中 ,寻找 使 下 面 泛 函 取 极 小 的 元 : 
= 1 2—21 — y) |2 2 
Kamij a-a [2328 
一 ( 5 yJ} dx 一 [ovar (22) 


在 板 的 弯曲 问题 中 , "就 是 泊 松 比 ， 对 所 考虑 的 情况 , 极 小 元 
WF o RTG v= 1 而 使 泛 函 IGO 得 以 简化 . 

如 果 在 寻找 使 泛 函 (22) 取 极 小 的 函数 类 中 不 附 边界 条 件 
(21)， 则 任 一 个 使 这 个 泛 函 取 极 小 的 元 都 是 方程 20) 带 所 
谓 自 由 端 条 件 的 解 (参看 $1,4 BD. 
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第 二 章 构造 差分 格式 的 方法 
§ 1. 网 格 法 的 基本 概念 


有 限 差分 方法 ,或 网 格 法 ,现在 是 偏 微分 方程 边 值 问题 近 
似 解法 中 应 用 最 广泛 的 方法 之 一 .方法 要 点 如 下 ， 自 变量 的 
连续 变化 区 域 (例如 , 线 眉 ,矩形 等 ) 用 有 限 (离散 ) 的 点 (节点 ) 
的 集合 代替 ,这 个 点 集 叫 做 网 格 ;连续 变量 的 函数 用 定义 在 网 
格 节点 上 离散 变量 的 函数 代替 , 这 种 函数 叫做 网 格 函 数 ， 出 
现在 微分 方程 和 边界 条 件 中 的 导数 用 差 商 代替 (有 逼近 )， 也 就 
是 用 某 些 网 格 节点 上 网 格 函数 值 的 线性 组 合 代替 ;于 是 ,油分 
方程 边 值 问题 代 换 成 线性 〈 如 原 问题 是 线性 的 ) 代数 方程 组 
(差分 格式 ). 

如 果 这 样 得 到 的 差分 边 值 问 题 可 解 并 且 其 解 当 网 格 变 小 
时 接近 (收敛 ) 于 原 微分 方程 问题 的 解 ， 则 该 解 就 作为 原 问题 
的 近似 解 . 

虽然 看 起 来 方法 似乎 简单 ， 但 在 着 手 解 具 体 问题 之 前 必 
须 回 答 以 下 问题 : 

1. 怎样 选取 网 格 ? 

2. 怎样 列 出 差分 格式 ? 
如 果 这 两 个 问题 已 经 解决 ， 那 末 重 要 的 是 关于 以 下 问题 的 信 
息 : 

3. 差分 格式 逼近 原 问 题 的 良好 程度 如 何 ? 

4. 差分 格式 是 否 稳定 ,以 及 在 什么 意义 下 稳定 ? 

5. 差分 间 题 的 解 以 怎样 的 速度 收敛 于 原 问 题 的 解 ? 
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杰 节 就 是 对 这 种 或 那 种 课题 来 分 析 这 几 个 问题 的 . 

1. 闭 格 和 网 格 函 数 ， 考察 景 简单 的 网 格 例子 .假定 自 变 
Rr 的 变化 区 域 是 线段 << 用 点 x = ih, i= 0, 
1 N 将 该 线段 分 成 NN 等 分 ,每 段 长 为 4 = 1/N。 点 二 
访 ，i 一 0, 1,…, N 的 集合 称 为 线段 0 < z < 1 上 的 均匀 
网 格 ， 并 记 为 a= (x, = h|i=0,1,2,--., NY, 而 数值 
% 一 一 网 格 6 上 各 点 (节点 ) 的 间距 一 一 称 为 网 格 步 长 . 

线段 [0, 1] 可 以 用 任意 的 分 点 <r < x, < : * -<x,< 
za 二，…* < xw-i 二 1 分 成 NN 分 , 这 样 得 到 的 网 格 6 = {a;l 

一 0,1,2,.…,N, x = 0, xx = 1}, HPR hi = xz; — tii 
和 节点 的 序号 二 有 关 . 即使 对 一 个 序号 i 有 h> hio WER 
本 为 非 均 匀 网 格 . 如果 对 所 有 的 i 一 1, ?2,"…, N 都 有 A= 
const = 4 = 1/N， 则 得 到 上 面 所 建立 的 均匀 网 格 . 

在 无 限 的 直线 一 co < * < co 上 可 以 考虑 以 任意 点 xz 为 
原点 由 无 穷 个 节点 所 组 成 的 网 格 Q= {x+ b|: = 0, +1, 
土 2,.…}。 

有 时 这 样 建立 网 格 是 方便 的 ,只 是 第 一 步 与 众 不 同 ,其 余 
的 步 长 都 一 样 .网 格 、 

m={x=ih+0.5h|li=0,1,2,..…., N, 
A= I/(N + 0.5)) 
可 作为 [0, 1] 上 这 种 网 格 的 例子 。 这 时 线段 左 端点 < 一 0 
不 是 网 格 的 节点 . 

假定 自 变量 r= (z, x;) 的 变化 区 域 是 矩形 D = {x 二 
(ro 2)10 < x, Llasa 一 1,2}。 在 线段 0<x。< 1 LË 
立 步 长 为 加 一 LN, 的 网 格 Da = (to = iohalia 一 0, 1， 
2，……，Ne}。 坐标 为 xÜ) = iho x9 一 h, 的 节点 x 二 
zí = (xi), 9), i= Go iy) 的 集合 称 为 矩形 刀 的 网 格 , 并 
WA o={r=(xf?, fP) rlo = ichas ia = 0, 1, 23°71, Ne; 
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4 一 1, 2}。 这 个 网 格 对 每 个 变量 <x, 和 z, 都 是 均匀 的 、 如果 
网 格 se 中 即使 有 一 个 是 非 均 匀 的 ,5 就 称 为 非 均匀 网 格 . 如 
R h 二 加， 则 称 为 正方 形 网 格 . 如 果 如 关 妨 ， 则 均匀 网 格 
o 称 为 矩形 网 格 。 显然 ,网 格 瑟 由 直线 n= 一 ap， 
站 一 0, 1,2,"…, N， 和 直线 n= a10 = hh b= 0, 1, 2, 
eN 的 交点 组 成 . 

离散 变量 z, ¿= 0,1,2,-.., N 的 函数 gp 二 p(x;) 称 
为 定义 在 网 格 五 〈 网 格 给 定 在 线段 [0，!] E) 上 的 网 格 函 
数 ， 

对 于 给 定 在 线段 [0, !] 上 的 任意 连续 函数 f(x)， 可 以 
对 应 一 个 给 定 在 网 格 上 的 网 格 函数 pO 在 网 格 o 上 
的 投影 ), 比 如 , 令 gme f(x;) = fo, 

OZ 

等 等 上面 指出 的 在 网 格 上 投影 的 第 二 种 方法 不 仅 对 于 连续 
函数 ,而 且 对 于 具有 第 一 类 间断 的 函数 ,甚至 对 于 只 是 可 积 的 
函数 都 是 可 以 实现 的 . 

应 当 指 出 ,同一 个 网 格 函 数 , 当 它 给 定 在 两 个 不 同 的 但 又 
有 公共 节点 的 网 格 上 时 ， 在 这 些 公共 节点 上 该 网 格 函 数 不 必 
取 同 样 的 值 .更 精确 地 说 ,假设 有 某 一 网 格 函数 wp*(*) 和 两 个 
网 格 ,其 中 一 个 的 步 长 4 一 入， 另 一 个 是 =), BH bh. 
这 两 个 网 格 分 别 记 为 o: 和 o2。 这 时 ， 一 般 来 讲 , 当 x€ oh 
H z€ on 时 pe) # po(x)。 网 格 函数 


1 (0094 


OL 


h Ja-osh 
就 是 这 种 函数 中 最 简单 的 一 个 例子 ,这 里 f(x) 是 连续 变量 的 
函数 . 
2. 最 简单 微分 算 子 的 逼近 ， 带 近 误 尊 ， 将 网 格 函数 变 
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换 成 网 格 函 数 了 一 Liy WAF Li 称 为 网 格 算 子 或 差分 算 
+. 给 定 在 连续 变量 函数 类 上 的 微分 算 子 工 可 以 近似 地 用 给 
定 在 网 格 函 数 上 的 差分 算 子 Li RË CEE). 为 此 将 每 个 导 
数 换 成 差 商 ， 后 者 包含 若干 个 节点 上 网 格 函 数 的 值 . 建立 差 
分 算 子 所 用 到 的 节点 集合 称 为 该 算 子 的 模式 . 

现在 看 一 看 如 何 建立 一 元 函数 的 一 阶 和 二 阶 导 数 的 通 
E. 

假设 0 = {x 十 ihli 一 0, 土 1, 土 2,…*} 是 直线 一 co 二 
x 过 oo 上 步 长 为 4 的 均匀 网 格 . 考虑 函数 v(x) 的 一 阶 导 
数 Lv =o. 可 以 用 各 种 方法 将 导数 换 成 差 商 表达 式 . 例 
如 ， 


Wi — Vin 


Le — 一 = Liv; 
是 左 差 商 ， 

了 Lo ~ S = Liv 
是 右 差 商 ， 

tir — Vi- ° 
~ “ita = x L 

Lv => AVi 

是 中 心 差 商 . 


这 里 vi = 一 v(xi;)， 符 号 ~ 表示 对 应 或 盐 近 .将 算 子 Lv 
换 成 差 商 表达 式 Lav 所 产生 的 误差 Lavi 一 《Lv); = $, 称 
为 差分 算 子 L, WEAF LARRE. 自然 要 求 , 当 % 趋 近 
于 零 时 该 误差 趋 近 于 零 . 为 了 估计 do 应 假定 v(x) 是 光滑 
的 函数 . 假设 v(x)€ C, Hl m 2 2, 将 v(x) 在 点 x= 
zi 邻 域 按 泰勒 公式 展开 ， 

zi = ithv; + O), 
并 算出 
pr = Liv—v= 0(0), p} = Liv— v; = OCh). 
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由 此 推出 ; 当 4 一 0 时 pš — 0. 
假设 工 是 微分 算 子 ， L, 是 给 定 在 某 网 格 2 上 的 差分 算 
子 , 其 中 4 是 表征 网 格 粗 细 的 参数 .我 们 说 差分 算 子 Li: 
1) 在 节点 z€ 8 逼近 微分 算 子 工 ， 如 果 当 大 一 0 时 
$; = Lavi 一 《Lv); 趋 过 于 零 ,其 中 v(x) 是 充分 光滑 的 函数 ; 
2) 在 节点 xi€ Q 以 阶 n(a > 0) EE L, 如果 $, = 
oG”). 
回 到 LiDAR RIAH 4 vec™, m>2 时 Li 
和 L; 逼近 Lo=v 的 阶 是 1。 mK EMERE. 
现在 取 算 子 L? 不 难 证 明 , 34 v(x)€ C%?, m > 3: hr 
Lèr; 逼近 vl) 的 阶 是 2. 
今后 我 将 利用 下 面 的 记号 
vau = (Vi — via )/hs ven = (vii — Vi)/h, 
Pau = (Pis — vi) /2h) = oni + vau), 
在 某 些 场合 ,节点 的 标号 i 没有 意义 ,我 们 就 将 它 省 去 并 
简 记 作 vas ee, vs. 
现在 考察 二 阶 导数 Lv = v”。 显 然 ， 不 能 用 二 点 模式 来 
JEE. 我 们 选用 由 节点 1 Xis Xitl 组 成 的 三 点 模式 并 
考虑 差分 算 子 


1 
Lavi = Vazi 一 FA — vazi) 


visi — 2v; + via 
P : 
如 果 o(z)€ C?,m 宇 4， 则 可 以 写 出 
r h? r hè mn, 
viz = u, + hu; + 7” + z“ + OCh’). 
由 此 推 知 (省 去 标号 i ) 
x vax — v" = O(P), 
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即 zz, 逼近 o” 的 阶 是 2. 

我 们 指出 ,差分 算 子 逼近 的 阶 事实 上 依赖 于 函数 v(x) 可 
微 的 阶 ”。 我 们 在 各 处 实际 上 说 的 是 有 逼近 的 最 高 阶 ， 它 不 随 
函数 类 c 的 标号 w 增 大 而 改变 ， 并 假定 v(x) 是 C” 中 的 
任意 函数 . 

现在 考察 更 复杂 的 算 子 

Fu , Pu 
Lu = Au = Be 十 D? 
其 中 u = ulr, z;) 是 在 平面 Orr 上 变化 的 两 个 自 变 量 r 
a 的 函数 ， 引 进 网 格 
Q = {ri = xi = (af, 198) | xi 一 zo 十 icp 


i= 0, +1, +2,.…, a= 1, 2). 


并 作 代 换 
Ou 要 ulat, xt) 一 ulat yet) + (fit, x 
Oxil r= hi 


= Urpi . 
uat? af) — ulafi, zy) 十 wx xt) 


sri 好 


Dru 


8x; 


= Uzio 
因此 得 到 差分 算 子 Liu = 《wa,x, 十 Wz,x,);。 这 个 算 子 定义 在 
由 五 点 (x ,x99), Gb. 99), Gafa), Gra), 
Gap, Í) 组 成 的 模式 上 .因为 

Uzga 一 Ou/Ox2 + OCh), e= 1, 2, 
所 以 算 子 Li AF h M h REMENE, 

plai) = Latii, — (Lu), = Ohi + hå). 

到 现在 为 止 ,我 们 估计 了 在 个 别 节点 z€ 8 上 逼近 误差 

$ = La 一 Lv HKD. WRAT L, 在 所 有 节点 x€ Q 上 
WERF L, 则 说 L, ÆW O LEE L。 这 时 ,为 了 估计 吾 
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近 误差 ,利用 C 范 数 是 方便 的 ， 
lele = mald. a) 


DT 86 880 9 OK TRIER EA plan 
lel, = EHW lol, = (5 ueo Y ,02) 
x€0 KIT 


这 里 ,在 一 维 情况 下 H =h, 在 二 维 情况 下 H = hh. 

假设 lol 是 给 定 在 网 格 2 上 函数 $ (z) 的 某 种 范 数 。 今 
后 我 们 说 差分 算 子 La: 1) 按 范 数 | . | 逼近 油分 算 子 工 ， 如 
果 当 4 一 0 时 lel = Lav — Loll > 0; 2) UB n > 0E 
j (L, RA n 阶 有 逼近 ), 如 果 loll = OQ) R lol S Mh”, 
这 里 M = const > 0 与 4 无 关 . 

如 果 v 是 充分 光滑 的 函数 , 且 0 是 均匀 网 格 , 则 上 述 的 全 
部 差分 算 子 , 对 于 G), G) 中 任 一 种 范 数 , 逼近 的 阶 都 是 一 
样 的 . 

对 于 非 均匀 网 格 , 情 况 就 不 一 样 了 。 假设 

a = (x |i =0,1,***,N, z= 0, zy = 1) 

是 线段 [0,1] 上 步 长 为 hi = xi — zi i =1,2, N 的 
非 均匀 网 格 ， 考虑 算 子 Lv = e”. 我们 将 它 对 应 一 个 定义 在 
三 点 模式 xi X19 tis) 上 的 差分 算 子 


1 [vin— v; #; — Hja 
Lvi = T| — % =. 
Ë Al hin , P 


h 一 4 Chi + hisi). G) 
计算 有 逼近 误差 
$; = Livi — (Ley. 
假设 "(*)e C%[0,1]， 并 利用 泰勒 展 式 


Bpi n 3 mw 
vin = vi + hi + Hasy + Hay “十 O(B,, i); 
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l] 
si = ké +# oH + OO, 


得 到 


gp tachiy + Oin) + O) 


huch y + OW). 


HETIL, lolle = OG, ltl = 00); lll, = Oo)» 
h= maxh。 因 而 L, BEM Mlles Iles 1-1, BEE 
E. 
我 们 证 明 ,适当 选择 范 数 , 即 取 
y- 2 2] v2 
= h; A > 4 
iol = [Z (D6) @ 
AF (3) 有 二 阶 通 近 : 
lol = le — Lell = 00. 
因为 vi = va + Oin), BIDA 


P ky — h n 
hi b, PPD; aa iți i v, ç. 
人 


一 g — hivi’) + OCh), 


因而 #; 可 表示 成 


p:i = $, + p7, 
其 中 
=0), $ =— z n — ni) = n: 
n = Z Mer = OW). 
计算 


é i 
Dirdre = >) (mn — m) = nno 
k=1 k=1 


并 注意 到 |w = OG), WE I| = oi). 由 此 推 知 ， 
loll < idil + lg*l < Ma3, 其 中 M = cont > 0 与 网 格 无 
关 ，, 亦 即 由 (3) 式 给 出 的 算 子 L;， 在 任意 非 均 匀 网 格 o E, 
按照 关系 式 (4) 确定 的 范 数 | . | 是 二 阶 逼近 . 对 于 范 数 


iot = [号 ws 让 ， 


N-1 i 
i= | Eno], 
i=l k=1 


此 结果 仍然 成 立 ， 我 们 指出 , pl < lele < lele < lele. 
对 于 任意 网 格 函数 ， 相 反 的 不 等 式 不 成 立 ， 今 后 对 非 均匀 网 
格 上 的 差 商 将 利用 如 下 的 记号 : 


Vi — V- Vi. v, v, v, 
vri = LC UL pp m HO, ppp m PATY 
h hizi h; 
1 1 fvi v, Vi — Yi- 
Vri 一 一 (oo — vanu) = + 一 一 一 二 |. 
b, hiza h; 


3. 差分 问题 的 提 法 . BEMA. 到 现在 为 止 我 们 讨 
论 了 最 简单 微分 算 子 的 差分 逼近 .通常 要 求解 带 有 某 些 附加 
条 件 (例如 边 值 条 件 ) 的 微分 方程 Lu= 一 f(x)。 所 以 , 除 建立 
差分 算 子 外 ， 还 需要 在 网 格 上 逼近 微分 方程 的 右 端 以 及 附加 
条 件 ,然后 才能 够 提出 差分 问题 , 即 写 出 差分 (代数 ) 方 程 组 。 

我 们 考察 几 个 差分 问题 提 法 的 例子 . 

例 1. 二 阶 微分 方程 边 值 问题 . 
Lu = u” = —} (2), 0<x<1, 0) = go ul1) = p, (5) 
在 均匀 网 格 5 上 对 应 于 差分 边 值 问题 

Yim — 2y; + Yii = — pk’, i~1,2,.,N—1, 

P = go Yn = g (6) 
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其 中 mw = f(x); 
yi — 2Y; + Yia Pik, i=1,2,."", N— 1, 


Jo = go> YN = go (7) 
其 中 @ — x) + Ë G), 
例 2. 边 值 问题 
u” =—f(x), 0 < x < 1, (0) = ku0)— go ` 
u(1) =g, (8) 
在 均匀 网 格 上 对 应 于 两 个 差分 问题 : 
E O= 2 + ym) = es i= 1.2, SN = 1, 
于 (一 Yo) 一 一 go yx = g; (9) 


1 z 

r — 2y; + ya) = —p i= 1,2,-- Ne 1, 

1 h 

FOT) = kp — (= $ TO) Y= g. (10) 


我 们 暂时 把 问题 (6), (7), (9), C10) 的 可 解 性 搁置 一 
边 , 先 分 析 这 些 问 题 的 逼近 误差 由 关系 式 

Ày; = Yip — 2y; + yi- (11) 
所 定义 的 差分 算 子 À (参看 (6)，(7)) 不 通 近 微分 算 子 Lu= 
du 
S EA 

dri _ ee 

(Fa) -00. 
(6) 式 的 右 端 同样 不 逼近 (5) RAW. 然而 微分 方程 (5) 可 
以 用 差分 方程 (6) 逼近 ， 因 为 在 (6) 中 我 们 遇 到 的 是 这 样 的 
方程 ,将 它 乘 以 某 函 数 后 它 的 意义 不 变 ， 将 (6) RA > 左 
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端 就 是 算 子 d/de 的 逼近 ， 而 右 端 就 是 (5) RAME. 
如 第 二 段 所 说 的 ,对 所 有 的 函数 ve CO， 差 分 算 子 A= 
LPÄ 逼近 微分 算 子 d/d 的 阶 是 2. (5) 式 右 端的 逼近 是 
精确 的 。 因 而 ,如 果 我 们 把 差分 方程 的 逼近 误差 定义 作 
pl) = Lev +g — (Ly +f), z€ o, (12) 

这 里 * 是 任 一 充分 光滑 的 函数 , 则 得 到 (x) = oC). 

差分 方程 (7) RA 22 之 后 , 在 这 种 定义 的 意义 下 逼近 
误差 也 是 0( 姑 )。 但 是 ,正如 第 2 奴 已 经 指出 的 ,逼近 算 子 的 
误差 阶 数 主 要 依赖 于 在 其 上 进行 检验 的 那 种 函数 的 光滑 性 . 
所 以 ,如 果 在 (12) 中 函数 e (z) 的 光滑 性 低 于 CO, WRK, 方 
程 (6) 的 表 近 误差 就 低 于 0( 如 )。 因 此 ,v(x) 的 光滑 性 应 当 要 
求 和 被 逼近 方程 (5) 的 解 的 光滑 性 一 致 . 此外， 在 逼近 问题 
(5) 时 ,与 格式 的 逼近 误差 相 比 较 ,我 们 更 应 当 关心 的 是 问题 
(6) 的 近似 解 近似 于 问题 (5) 的 解 的 精度 ,尽管 这 些 问 题 是 
彼此 紧密 相关 的 . 

假设 函数 zC) 一 y(z) 一 u(x) 是 问题 (5) 和 (6) 的 解 在 
网 格 %。 上 的 差 . 我们 来 找 出 网 格 函数 z(x) 应 该 满足 的 方程 . 
将 y(x) = zl) 十 n(x) 代 人 (6) 得 


zi — 2z; + zia = hp; — (Win — 2u; + uiai). (13) 
AAR (13) 式 得 
Liz = —(@ + Lyu), Hp Laz = zz. a4) 


把 〈14) 右 端 括号 中 的 表达 式 与 前 面 引进 的 逼近 误差 的 定义 
(12) 作 比 较 , 可 以 表明 ,如 果 原 问题 (5) 的 解 取 为 (12) 中 的 
函数 v(x), 则 上 述 (14) 中 的 表达 式 就 和 《12) 中 的 函数 p) 
相同 . 如 果 把 表达 式 (14) 作为 逼近 误差 的 定义 ， 则 在 p) 
的 定义 中 ,关于 函数 v(x) 的 光滑 性 问题 就 自动 消失 , 
这 样 ,假定 有 一 个 微分 方程 
Lu = —/(*), (15) 
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在 网 格 2 上 用 差分 方程 

L,y = 一 px) (16) 
WE. RE (z) = Liu 十 ple), xe 9, 其 中 x 是 方程 (15) 
的 解 . 

我 们 说 函数 $G) 是 用 差分 方程 (16) 逼近 方程 (157 的 
逼近 误差 ， 如 果 差 分 算 子 L, 在 充分 光滑 的 函数 类 上 逼近 微 
DAT L. 

今后 我 们 说 差分 方程 〈16): 

1) 按 范 数 | . | 逼近 微分 方程 15)， 如 果 当 4 一 0 时 
lloll = IL, + pll —> 0; 

2) 以 阶 n(n > 0) BEMSH WRI = O) R 
loll < Mh”, XE M = const > 0 与 4 无 关 . 

当 方程 (5) HERD, REDERE REY 
新 定义 ,我 们 来 验证 格式 (6) 和 (7) 逼近 的 阶 。 

对 于 格式 〈6)， 

$ = Lyu tp =u tf 

==” 十 Euo + f + 0(A) =o). 
对 于 格式 (7), 
b= Lutsu I+ Ër 


= t Euo tjt Ë p oG 
12 12 


- G +P + £ (z + P” + OG) = O), 


KA u” + f=0. 

因而 ,如 果 问 题 (5) 的 解 ule C”， 则 格式 〈6) 的 到 
近 误差 是 0( 如 ); 如 果 问 题 (5) WR ue) E CÀ, 则 格式 (7) 
的 逼近 误差 是 OG). A (7) kk (6) 有 逼近 误差 的 阶 高 是 因 
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为 我 们 是 在 问题 (5) 的 解 上 ,而 不 是 对 任意 的 函数 s(x) 研究 
逼近 误差 的 。 

显然 ,问题 (6) 和 (7) 的 整体 迫近 误 差 ( 考 虞 到 边界 入 件 
的 逼近 ) 同 上 面 是 一 样 的 ,因为 边界 条 件 是 精确 和 逼 近 的 。 

我 们 来 计算 用 问题 (9) 和 (10) 台 近 问 题 (8) 的 误差 .显然 ， 
《9) 和 (10) 中 方程 的 逼近 误差 都 是 0( 如 )， 因 为 它们 和 问题 
《6) 的 逼近 没有 差别 。 现 在 研究 点 x = 0 处 边界 条 件 的 逼近 
误差. 

对 于 格式 (9)， 

$, = tisa — mo + g = (O) + Ž e”(0) 


— ku(0) + go + OCh?) = OCh). 
对 于 格式 (10), 
ó = “a — st + ( ga + 4-0) 


= (0) + + (0) — ku(0)+ go 


十 O + o0) 


= (w (0) — rul 0) + g) 
+ Žu CO) + /(0)) + OUP) = OW), 
因为 
zi(0) = gu(0) — go u” +f=0, 
这 里 逼近 误差 阶 的 再 次 提高 是 因为 我 们 在 问题 (8) E 
近 了 边界 条 件 . 
上 面 已 经 指出 ， 差 分 间 题 的 解 对 原 微分 问题 的 解 的 收 但 
速度 问题 是 差分 格式 理论 中 的 基本 问题 之 一 。 
假设 对 某 微分 方程 提出 边 值 问题 
Lu = —fG), lu = —zG), (17) 
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它 在 某 差 分 网 格 巨 上 用 差分 问题 

Liy =e), zéo, lay =—xl), xer (18) 
WE, 其 中 是 网 格 5 内 节点 的 集合 ,7 是 边界 节点 的 集合 ， 
HE 无 一 wU7y。 我 们 说 差分 问题 (18) 的 解 : 

1) 在 网 格 w 上 按 范 数 上 "es, 收敛 于 原 问 题 的 解 ,如 果 当 
—0 时 |y— ulan > 0. 

2) 按 范 数 ||: la 收敛 于 原 问 题 的 速度 为 OG), > 0, 
如 果 |x — ulan = O0) (或 |y— ullan < M 如 ， 这 里 M 
是 和 上 无关 的 正常 数 ). 

4. 差分 格式 的 稳定 性 ， 上面 我 们 介绍 了 格式 逼近 和 收敛 
的 概念 .应 该 再 次 强调 : 逼近 误差 不 是 在 一 个 固定 的 网 格 上 ， 
而 是 在 网 格 叙 列 {fos} 上 考虑 的 。 所 以 ,可 以 认为 ,各 处 所 说 
的 不 是 个 别 差 分 问题 的 解 ， 而 是 依赖 于 网 格 选择 的 差分 问题 
RRI). 这 里 % 是 表征 网 格 的 参数 . 如 果 网 格 是 一 维 、 
均匀 的 , 则 4 是 一 个 数 ( 网 格 步 长 )， 在 一 般 情况 下 , 2 是 一 个 
向 量 , 它 的 模 |A > 0. 

为 了 估计 格式 的 收敛 人 性， 必须 研 究 当 || 一 0 时 叙 列 
{eè = y — y 的 收敛 性 , 这 里 w* 是 原 问题 的 精确 解 < 一 
ula) 在 定义 于 网 格 w; 上 的 网 格 函 数 空间 中 的 投影 . 

差分 格式 的 稳定 性 概念 是 差分 格式 理论 中 的 一 个 基本 概 


$. 
假设 给 定 了 某 一 格式 
L =p) hP =a) ` 
WERDER E 


pt = Laut + gs, p= lyut + v, 
假设 u = G) 充分 可 微 , 则 可 以 得 到 q: 和 pr 关于 | 外 的 
渐 近 展开 . 自然 选取 原 微分 方程 问题 的 解 作为 u= ule). 
然而 ,要 判断 格式 的 质量 ,只 知道 逼近 的 阶 是 不 够 的 还 必须 
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估计 格式 的 精度 ， 即 误差 z* = y: — w* 的 阶 ， 如 果 格 式 稳 
定 , 这 个 估计 式 是 可 以 得 到 的 . 
我 们 来 给 出 格式 稳定 性 的 定义 . 
假设 yt W yi 是 问题 (18) AETA pt, vt M ph, v? 
的 解 . 格式 〈18) 称 为 稳定 的 ,如 果 存 在 既 不 依赖 于 网 格 o, 
(向 量 参数 4) 也 不 依赖 于 右 端 选取 的 正常 数 Mı M; 和 名， 
使 得 当 || < h 时 成 立 不 等 式 
ly? — yille» < Millp? 一 pille» + Mall»? — villo» (192 
这 里 lI «llew» l elle» ll “os 是 定义 在 网 格 o, 上 的 网 格 函数 
集合 中 引进 的 一 些 范 数 . 差分 格式 的 稳定 性 意味 着 , 问题 
(18) 的 解 (y) 关于 4 是 一 致 地 连续 依赖 于 右 端 (初始 数据 
{prs sw*}， 因 此 , 若 初 始 数 据 变化 很 小 , 则 相应 的 解 的 变化 也 
很 小 。 
如 果 格 式 〈18) 对 任意 可 能 的 右 端 (初始 数据 ) (o, ty 
都 可 解 并 且 稳定 ,就 说 差分 问题 (18) 提 法 适 定 或 格式 〈18) 
适 定 。 如 果 格 式 适 定 ， 则 它 有 唯一 的 解 .事实 上 ， 如 果 问 题 
(18) 有 两 个 解 yt 和 党， 对 应 于 相同 的 初始 数据 p h 
Am. pi = p = g, vi = =v, FEM (09) 推 知 : 
liy? — yilan < Milloles 十 Miloleo = 0, BD y: = y}. 
定义 稳定 性 (19) 时 并 没有 假定 方程 (18) 是 线性 的 ， 假 
设 格式 (18) 是 线性 的 , 则 y* = 0 就 是 当 p = 2 三 0 时 间 
题 的 解 . 令 (19) 中 的 yi =y, pi = ph r= n H y 
p =r = 0, 我们 看 到 ,线性 格式 的 稳定 性 意味 着 成 立 先 验 
估计 
ly*le» < Mesles + M,l|>llo;. (20) 
在 本 书 中 我 们 只 讨论 线性 格式 . 差分 格式 (18) 的 稳定 性 研 
究 ,实际 上 归结 为 寻找 形 如 (20) 的 先 验 估计 。 
如 果 格 式 稳定 , 则 不 难得 到 用 逼近 误差 


。46 。 


px) = La + gh, r€ owns 
pt = lyut + x, x€ Y, 
表示 的 解 之 误差 
z (z) = yi) — (z) 
的 估计 式 , 其 中 yC) 是 问题 (18) 的 解 ,而 x(x) 是 原 问题 
(17) 的 解 . 事实 上 , 解 u= ul) WERE 
Lut = —(@' — $°), L = —(* — ht). 
AAE yi =y, pi = oh, vi = x, y; = t, p = p 
d, =op 并 利用 表示 格式 〈18) 稳定 性 的 估计 式 
(19)， 得 到 
lyt — wen < Mllg’les + Mill 和 纪 em。 Q1) 
在 线性 格式 情况 下 ,我们 得 到 关于 误差 z* 的 问题 
Laz* 一 一 bxeEowo laz = —pt, xE TY, 
它 类 似 于 问题 (18); 对 此 ， 立 即 可 利用 估计 式 《19) 而 得 到 
(21). 

由 估计 式 (21) 得 出 结论 : 如 果 格 式 (18) EE Jt B E ir 
问题 (17)， 则 此 格式 当 |4| 一 0 时 收敛 。 实际 上 ， 如 果 当 
lal 一 0 时 orlen 一 0 又 lorlo 一 0， 则 当 14| 一 0 时 
lly* — |a > 0. 

由 估计 式 (21) 看 出 ， 格 式 (18) 的 精度 的 阶 取 决 于 有 逼近 
的 阶 ， 为 使 格式 收敛 ， 例 如 速度 为 0(14|”")，m > 0 (精度 
为 O(14|”))， 只 需 它 具有 同 阶 的 逼近 〈 在 问题 〈17) 的 解 
u 一 w(x) 上 ), 即 

lg” |, = OCI”), letli» =0(|} I”). 
格式 稳定 性 的 证 明 归结 为 得 到 先 验 估计 (19) 或 (20). 在 
五 ,六 各 章 中 我 们 将 就 逼近 二 阶 和 四 阶 椭圆 型 方程 的 差分 
格式 ， 利用 不 同 的 范 数 ll ej，a 一 1, 2, 3， 得 出 这 种 类 型 
的 估计 式 。 例 如 在 第 三 章 中 利用 最 大 值 原理 研究 稳定 性 ， 其 
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先 验 估计 包含 有 网 格 范 数 c, 
lo = max| OIP 
lz*llen = max |x* wl 


le 和 leo = lo'le». 


8 2， 构 造 差分 格式 的 原则 


1. 对 差分 格式 所 提 的 要 求 . 上 一 节 已 就 一 阶 和 二 阶 微分 
算 子 以 及 边界 条 件 含有 一 阶 导数 的 二 阶 微分 方程 引进 了 差分 
逼近 的 例子 ,并 讨论 了 一 些 最 简单 的 例子 . 
对 于 变 系数 微分 方程 ， 构 造 差 分 格式 的 问题 相当 复 杂 。 
在 给 定 的 模式 上 可 以 构造 无 限 多 个 具有 相同 逼近 阶 的 格式 。 
例如 ， 对 于 微分 方程 
2 一 9 一 一 人 GD， a) 
可 以 在 三 点 模式 (eo toram) 上 构造 单 参数 格式 族 
i-i 一 2y; + yi 
Ly: = —— $ — dy: = fi Q) 
d, = aqi- + (1 — 2a)q; + aqins qi = 4(x;), 
它们 对 任意 的 参数 值 都 有 二 阶 逼 近 q = Lyu + J=0(M). 
公式 (2) 中 入 的 系数 4, 可 以 加 上 822 而 不 破坏 逼近 阶 , 其 中 
6 是 任意 常数 . 这样 就 产生 了 在 给 定 的 模式 上 具有 同样 逼近 
阶 的 所 有 可 能 的 差分 格式 集合 中 选择 差分 格式 的 问题 . 为 
此 ， 必 须 对 差分 格式 提出 一 些 要 求 . 任何 一 种 近似 方法 都 应 
当 用 有 限 的 运算 次 数 2(s)( 用 有 限 的 机 器 时 间 ) 算 出 具有 给 
定 精度 s 的 数值 解 . 自然 应 该 力求 运算 次 数 0(s) 为 最 少 ， 
即 力求 找到 经 济 的 数值 方法 . 
数学 物理 问题 的 数值 解法 分 两 步 : 1) 列 出 有 逼近 微分 方 
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程 问 题 的 网 格 方程 组 〈 差 分 格式 )，2) 求解 该 网 格 方程 组 . 

我 们 在 本 书 中 只 研究 如 何 构造 差分 格式 ， 然 而 ， 应 当 考 
虑 到 为 求 得 网 格 解 所 需要 花费 的 计算 工作 量 ， 这 不 仅 和 网 格 
方程 组 的 结构 有 关 ， 也 和 方程 组 的 阶 有 关 . 

对 于 方程 组 的 一 种 固定 解法 而 言 ,方程 组 的 阶 越 低 ( 网 格 
步 长 大 些 ) 计 算 量 就 越 小。 然而 ,网 格 节 点 减少 将 导致 格式 精 
度 降低 . 所 以 最 好 是 使 格式 具有 尽 可 能 高 阶 的 精度 《依赖 于 
微分 方程 系数 、 初 始 和 边界 条 件 的 光滑 性 )。 实 际 上 这 意味 着 
应 该 寻找 具有 最 小 模式 ， 并 且 当 微分 方程 的 解 充 分 光滑 时 在 
这 种 模式 上 具有 最 大 可 能 下 近 阶 的 格式 .应 该 在 选 定 的 模式 
上 给 出 原始 格式 族 ， 并 在 该 族 上 寻找 某 种 意义 下 "最 佳 "的 格 
式 .“ 最 佳 格 式 ” 这 一 术语 需要 加 以 定义 .应 当 对 格式 提出 能 
确定 通常 所 说 的 格式 质量 的 要 求 . 

不 但 要 指出 格式 的 定量 特征 ， 还 要 指出 它 的 定性 特征 : 

a) 格式 应 当 是 一 致 的 , 即 对 于 所 讨论 的 玉 类 中 之 任意 问 
题 和 任意 网 格 ， 每 个 节点 上 的 网 格 方程 都 应 该 按照 同一 规律 
统一 写 出 .问题 的 类 天 由 微分 方程 以 及 它 的 系数 所 属 的 函数 
空间 来 确定 ， 

b) 对 于 任意 可 取 的 网 格 和 及 类 中 的 任意 问题 ,差分 方程 
组 都 应 是 可 解 的 . 

c) 对 于 天 类 中 的 任意 问题 ,格式 应 当 收敛. 

这 些 要 求 确定 了 可 取 的 原始 差分 格式 族 . 然后 ， 我 们 对 
格式 提 些 补充 要 求 : 

G) 有 一 定 的 有 逼近 阶 ( 例 如 ,在 光滑 解 的 集合 KOEK k, 
$ = 0(#)), 

Q) 在 问题 的 整个 KK 类 上 有 最 大 的 精度 ， 

G) 经 济 性 ， 即 用 机 器 解 网 格 方程 组 时 运算 次 数 最 少 . 

我 们 将 从 原始 格式 族 中 选 出 某 个 “最 佳 格式 ”的 集合 。 寻 
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求 这 些 最 佳 格 式 就 是 理论 的 目标 . 其次， 我们 将 仔细 地 讨论 
差分 格式 的 一 致 性 概念 . 
2. 一 致 差分 格式 ， 我 们 来 讨论 单 变 量 函 数 的 情况 .假设 
wr, = (x, = h, i= 0,+1,+2,--:.] 
是 数 灿 一 co<* < co 上 的 网 格 , kG) 是 微分 方程 系数 的 向 量 
函数 ,例如 ， 对 于 方程 


d du 
(kl) Z) kleu = —k C), 


显然 ， 向 量 
kla) = {k(x), Kale), Kx) 

的 分 量 是 (x) , (x) k.GO. 

格式 的 一 致 性 意味 着 , 它 的 系数 是 微分 方程 系数 的 泛 函 ， 
这 些 省 函 依赖 于 作为 参数 的 步 长 上 而 与 网 格 的 节点 和 系数 
kG) 的 选择 无 关 . 

假设 给 出 整数 模式 

W = {>m =m + 1 ,—1, 0, 151143 m} 
其 中 m> 0, m > 0 都 是 整数 ， 在 它 上 面 定义 了 网 格 函数 
JO), je， 又 给 出 模式 z — {一 m <s < m), 在 它 上 面 
定义 了 向 量 函数 kG) (为 简单 起 见 ， 我 们 认为 模式 HL 和 3 的 
端点 重合 ). 

用 AMR], F'IRCG)], jel, se 表示 模式 泛 函 。 

ZEZA 

PEDI = D>) AROG + FALECD]， 


i= 


并 由 此 过 渡 到 一 致 格式 . 令 
FG) = y*(xi + jh), 
RC) = KG + sh), 
并 利用 P 的 表达 式 ,我 们 得 到 一 致 差分 格式 
E 


(Liy* + F); = 2 ASLRCxi + sh) 1y” Ca; + jh) 


+ PIRC + shk) = 0, 
其 中 y*(x;) 是 网 格 函数 ，A(x*) 是 连续 变量 x 的 向 量 函数 。 
如 果 给 定 了 模式 泛 函 
ASLRCS)] 和 FERC), j= —m.,—m + l,m 
则 一 致 格式 族 也 就 给 定 了 . 这 些 泛 函 要 根据 格式 的 可 解 性 ， 
一 定 的 逼近 阶 和 经 济 性 的 要 求 来 选择 . 
我 们 以 问题 


d du = ; 
s KO z) q(x)u fy Oeels 


(3) 
u(0) = m, «(1) 一 tas K(x) > 0, q) 2 0 
的 三 点 格式 为 例 来 阐明 一 致 性 的 概念 . 
考虑 网 格 D, = (z = b, i= 0,1,1, N, h= 1/N} 
上 的 三 点 模式 (xio zo tin) Am U= (—1,0, 1) Ë. 
m= m 二 1。 假 设 系数 模式 了 一 {一 1 < s <1}; A[kG)], 
B'[k(.)], F*[kG)], 一 1 < <1 ERREZA. 
考虑 一 致 差分 格式 


1 yi T Yi yi — yi- 
; |: 站 a; 站 ] — diyi = — Pis 
i=1,2,---, N— 1, (4) 
Yo = Mis Yn = M 
它 的 系数 定义 在 所 有 节点 x; Ew 上 并 且 对 任意 的 人 (x) ,q(x) 
和 f(x) 都 同样 定义 : 
a; = AERC; + sh)], bi = Bs[RCx; + sh)], G) 
d; = F'[q(x; + sh)], @; = Fh[ f(x; + sh)]. 
为 简单 起 见 我 们 假设 (参看 《5)) ， 差 分 方程 的 每 个 系数 仅 依 
赖 于 微分 方程 相应 的 系数 .在 一 般 情况 下 ，A4*”,B*,F* 是 非 
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REZA. 
假设 n(x) 是 问题 (3) 的 解 . 格式 (4) ERZE 
为 残 量 


$, i [è Uiz = Uit =u] — diu; + pi. (6) 


假设 *(*) 充分 光滑 ,将 xs RIA A ERBGHA pA) 
表示 依赖 于 z 且 当 4 一 0 时 趋 近 于 零 的 任意 表达 式 , 则 得 
到 


2 
tis, = z; + bu, + Eu + bp:(h), 
, k on 
úi- = u; — hui + z“ + #p (h), 


$, 
与 方程 


si iie u 十 xe t — diu; + p; + pi(h), 


ku” + ku — qu + g = 0 
比较 可 以 看 出 ， 如 果 条 件 
BE k + oC), 
bi — a; x 
A k + ZOR (7) 
di= gi+pi(h), pi = fi + ph) 
能 够 满足 ， 则 
b; + a; ” De _ p 2 
pm (ra u) T (e k) 
— (di— qi)u; + g; — fi + pi(h), 
即 当 4 一 0 时 
$; = pi(h) — 0. 
今后 我 们 总 是 假设 模式 泛 函 4，B ,是 线性 的 并 与 参数 4 无 
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K. 利用 展 式 
R(x + sh) = KCE) + shk’ x) + holh), 
g(x + sh) = g(x) + p0), 
JG + sh) = JG) + p(h), 
得 到 
a; = A[1]k; + RiALs] + holh), 
bi = B[1]k; + AkiB[s] + ho(h), 
4, = F[1]q; + olh), pi = F[1]f; + Plh). 
将 这 些 表 达 式 代入 条 件 (7) 得 到 
A[11] = B[1] = F[1] = 1,B[:] — A[:] = 1. (8) 
如 果 这 些 条 件 成 立 , 则 格式 (4) 具有 逼近 性, 即 当 4 一 0 时 
p= ph >D. 
对 格式 (4), 二 阶 有 逼近 的 要 求 归 结 为 条 件 
Bitak toH), C“ = k + oG), 
2 h (9) 
di = qi + O), g; = fi + O). 
要 证 明 这 点 ， 只 要 将 
tis = u; + hu; + pa t urg + Eup + Mp(h) 
代入 由 的 表达 式 并 要 求 di 一 O) 即 可 .和 上 面 进 行 的 讨 
论 类 似 ,可 以 证 明 , 除 (8) 式 外 ,由 (9) 应 得 出 条 件 


Bls1=~ Als], F[:] = 0. (10) 
将 差分 方程 组 (4) 改写 成 
liyii — Ciyi + biyi = k pis 
0<i<N, y= m yy= ms (11) 


e; = a; + b; + Pass 
如 果 对 所 有 的 i 一 1, ?2,"…,N 一 1 都 有 
a; > 0, b> 0, ci— (a; + bi) = Pd; > 0, (12) 
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则 (4) 式 可 解 性 的 要 求 得 到 满足 .在 这 种 情况 下 ,大 家 知道 ， 
解 y; 可 用 追赶 法 求 得 . 因为 《(x) > 0，4(z) 0， 所 以 只 
需要 求 泛 函 A, BKF EER KC) > 0 时 

A[kG)12>2 0, B[kG)12> 0, FIR()1>0. 
这 时 对 于 任意 的 KG) > 0 和 4(z) 三 0 RA a> 0, > 0 
F d >o. 

在 最 简单 的 情况 下 , A, B( 和 F) 是 模式 > — (—1< < 
1 的 有 限 个 点 上 函数 值 KOGO 的 线性 组 合 ， 例 如 ， 

ALRCs)] = ok(—1) + ofl0) + ak), 


B[XCs)1 = BR(—1) + BkCO) + BRCO) (3) 
等 ， 因 而 
a; = aaki + ak; + kisis 
bi = Baiki + boki + Pikia (14) 
(如 果 kG) 是 连续 函数 )。 若 
aj>0, B0;2>20, j= —1,0,1, (15) 


则 可 解 性 条 件 (12) WE. MER C) 给 出 
ex +o +o =1, P` +A +A = 1, 
Bb — 8- = 1 + a — aw (16) 
由 规范 条 件 co 十 mw 十 wm 一 1 和 a; 之 0 推 知 0<a<1， 
类 似 地 有 
0<8,<1, j= -—1,0,1. (17) 
EKME MENER). 因为 Ae] 一 a + 
œ, B[#] = p- + ñ W 
bi +8- = e +a R ho = c. (18) 
对 于 六 个 参数 aj, Bj, ji 一 一 1, 0, 1， 我 们 得 到 了 四 个 条 件 ; 
两 个 参数 m Man 仍 为 任意 ;而 mw 一 1 一 (ac + e), 8- 二 
ca- 一 0.5，p 一 0.5 十 mp 一 mm。 
3. 守恒 差分 格式 ， 除 了 可 解 性 、 一 定 的 逼近 阶 、\ 计 算 方法 
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的 经 济 性 这 些 形 式 上 的 要 求 之 外 《这 些 要 求 满足 与 否 可 以 直 
接 验证 ) ,在 选择 格式 时 ， 还 必须 保证 一 个 最 重要 的 要 求 一 一 
当 网 格 步 长 趋 于 零 时 ， 格 式 以 一 定 的 速度 收 化 .判定 这 个 性 
质 并 不 总 是 那么 简单 ， 特 别 是 对 间断 系数 的 方程 和 非 线性 方 
E. 

在 $1 中 已 经 证 明 , 差分 格式 的 收敛 性 是 稳定 性 和 逼近 
性 的 结果 : 如 果 格 式 稳定 并 具有 逼近 性 ， 它 就 一 定 收敛. R 
们 提醒 一 下 ,稳定 性 表示 差分 问题 的 解 连续 (关于 网 格 选择 是 
一 致 地 ) 依 赖 于 方程 的 右 端 和 边界 条 件 . 

对 第 一 边 值 问题 ,我 们 得 到 关于 误差 z = y 一 z 的 非 齐 
次 方程 , 它 的 右 端 是 逼近 误差 ,而 边界 条 件 是 齐 次 的 ， 其 中 
是 原 微 分 方程 的 解 , 是 相应 差分 问题 的 解 .如果 格 式 稳定 ， 
则 z 可 通过 几 来 估计 ,并 且 当 格 式 具 有 逼近 性 时 ,由 这 个 估计 
式 可 以 推出 它 在 逐步 加 密 的 网 格 叙 列 上 的 收敛 性 ， 然 而 知道 
格式 的 渐 近 性 质 , 如 收敛 性 ;对 于 在 机 器 计算 中 实际 使 用 的 固 
定 网 格 上 事先 判断 误差 的 大 小 是 不 够 的 .根据 计算 方法 经 济 
性 的 要 求实 际 应 用 的 网 格 不 可 能 太 细 ， 所 以 ,上 面 指出 的 先 
验 估计 

lello < Mllblla < MY” 

是 相当 粗糙 的 ; 同时 它 还 包含 有 解 uC) 的 导数 (例如 四 阶 ) 估 
计 . 为 了 在 实用 网 格 上 得 出 好 的 近似 ,正如 实践 表明 的 那样 ， 
必须 利用 能 很 好 反映 微分 方程 基本 性 质 的 格式 . 

数学 物理 方程 通常 是 用 微分 形式 表示 守恒 律 〈 能 量 、 热 
量 \ 质 量 , 电 荷 等 )， 例 如 ,方程 


d du 
(keo Se) —f(x), O< xr <1, (19) 


可 以 解释 作 在 热传导 系数 为 《(x) 的 细 杆 0 二 x < 1 上 温度 
xD 定常 (不 随时 间 变 化 ?分 布 的 方程 .将 这 个 方程 对 * 从 x 
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到 x2 RI RIRE z << x < z? 上 的 热量 守恒 律 
eS 
WGP) — WGP) = | Ads, 


wO = RE, (20) 
左 端 是 线 眉 端点 处 热流 量 之 差 ， 右 端 是 所 产生 《消耗 ) 的 热 
量 . 
为 了 用 离散 模型 能 正确 地 描述 物理 过 程 的 进程 ， 自 然 应 
该 力求 使 该 离散 模型 在 网 格 上 能 正确 地 反映 该 过 程 的 基本 性 
质 ， 首 先 就 是 守恒 律 . 在 网 格 上 表现 守恒 律 的 差分 格式 称 为 

守恒 差分 格式 . 我们 以 方程 

CKY = —fG), 0<xr<1, 
u(0) = m, u(l) =m 

的 三 点 格式 (4) 为 例 阐明 守恒 性 的 涵义 ,这 个 格式 的 形式 为 


1 it yi 4 yi 
人 
把 它 改写 成 


L yi — Yi y; — yi- 
k (an a — ) 


bi — a; Yi — Yi 
h h 3 


一 一 9i 一 


我 们 确信 ， 恒 等 式 
t š Yin yi 
Win Wh Dp + Db amn) i (22) 
BRB 1? — < x < xm — À 上 恒等式 (20) 的 差分 模 
拟 , 这 里 
y; — Yi- 
W} = —a; 3 
右 端 包含 有 平衡 差 值 
SR 


Vi ys 


p= SG a) 


izi 4 Ñ 
只 有 当 
b; = a; (23) 
时 它 对 任意 的 网 格 函数 y; 才 等 于 零 . 这 时 我 们 得 到 格式 
1 Yis T Yi Yi — yi- 5 
; (za u 4 “ — )- — o; Q4) 
和 代替 (22) 的 网 格 守恒 律 


i 
Witu — Wh = 21 hp, 
i=, 


它 是 差分 方程 (24) 的 代数 结果 ， 格式 (24) 是 守恒 的 ， 而 条 
件 (23) 是 守恒 性 的 充 要 条 件 ， 在 所 讨论 的 情况 下 ,差分 格式 
的 守恒 性 和 给 定 在 网 客 

wr = fx; = ih, i= 0,1,2,: N, h = 1/N} 
上 并 在 边界 上 ( 当 i = 0, N 时 ) 等 于 零 的 网 格 函数 空间 中 差 
分 算 子 


1 Jr+1 T Yi Yi — yi- 
Ay; = HOr ; — ai — 


RJ EI JAHE r — rB. 

4. 守恒 性 作为 间断 系数 类 中 一 致 格式 收敛 性 的 必要 条 
件 . 为 了 判明 守恒 性 的 要 求 是 合理 的 ,我 们 来 证 明 , 某 一 族 一 
致 格式 的 守恒 性 是 该 格式 在 间断 系数 类 中 收敛 的 必要 条 件 ， 
即 由 格式 的 收敛 性 可 推出 它 的 守恒 性 .首先 我 们 看 到 ， 既 然 
说 的 是 条 件 的 必要 性 ,那么 就 可 以 只 研究 最 简单 问题 的 格式 ， 
例如 


d du = ee 
Arot) = o, 0=x=1, «0) = 1, (G = 0,G5) 


其 中 kG) 是 分 段 常 数 的 函数 
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k, 0<x<;, 
lasu rerai 
在 间断 点 x — £ 满足 通常 的 联结 条 件 
Luj = ulë + 0) — ul — 0) = 0, 
[ku] = k (Ë + 0) — hus — 0) = 0. 
PR, KARBAN RREN 
1 — Yor, 0 和 xz 和 5 
< 一 人 ¿<<x=<1, (26) 
这 里 yo 和 ó, 由 联结 条 件 1 一 Y£ = 5o(1 — £), Yo = kör 
确定 ， 因 而 


£ 
ra Z: Amit ROTS. (27) 


假设 E= r, Oh, 0 < 0 < 1. 
我 们 考察 相应 的 一 致 差分 格式 
1 yii T y; yi yi- 1 
è ]=% 


' kı 
Dm E Ros: ¿Yes FE 


, 2 TY hA 
i= 1,2, :,N— 1l, y=1, yy=0, (28) 


其 中 
a; = A[RCxi + sh)], 2 一 BC 十 5 一 1 和 rr 委 1 

假设 格式 (28) 逼近 问题 (25); 这 时 条 件 (8) 满足 : 

B[1]= A[1l] = 1, B[:] — A[:] = 1. 
因为 当 x < z, B KG) = k H z > tan BJ kG) = ka 则 
340 <Zi<n 时 a=b; Sk, nti <;< N ñj a, = b= 
， 差 分 方程 (28) 可 以 写成 : I 

Yia — 2y; + yaa = 0 340 <; <n Ñin + 1 < ; < N, 

y ia 1, y = 0, 

boynti 一 Yn) 一 Galya — ya-1) = 0, 

BariCynt2— ysi) 一 antalyai — Ya) = 0, 
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NI 


由 这 些 方程 可 以 推 知 ; 当 0<;<s 时 yj; 二 1 一 7xi, 4 ntis 
¿<N 时 yi 一 6(1 一 zx)， 其 中 系数 > 和 3 由 ;一 2s2 十 1 
时 的 方程 确定 . 

H ¿=n 和 “一 2 十 1 时 的 方程 中 消去 差 yrs 一 yr 
得 到 

6 一 “ati y, 
bnbnt1 
将 它 代 入 i == n 的 方程 ,得 到 
1 

YU Band ba $ w E Q — sa)ayaalybya) ° 

利用 线性 插值 我 们 在 所 有 的 点 xe [0,1] 上 定义 函数 


yG Dp + Ein — yD, z, < z < ipe 
于 是 有 
l= x 0<xr<£, 
| À 29 
ye 8(1— =), SSL (29) 


假定 差分 格式 在 C 中 收敛 , 则 当 4 一 0 时 

xy 人 — (a) | — 0. 
KFC, A) 的 表达 式 和 w(x) 的 公式 比较 便 知 : 当 4 一 0 时 ， 
Y >To 6 一 5 H h— 0 时 在 7 的 公式 中 取 极限 ,我 们 看 
到 ， 只 有 在 条 件 


R, 一 一 0， 当 -0 (30) 
2 1 


EN, limy 一 Yo。 这 正 是 格式 (28) 收敛 的 必要 条 件 . 
利用 第 二 段 公式 (14) 定义 了 线性 模式 泛 函 4 和 B 之后， 


现在 我 们 给 出 原始 格式 族 ,因而 
a; = aiki + aki + okiti 
bi = Baiki + Boki + 0k, (14) 
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从 这 个 (线性 “离散 ”的 ) 格 式 族 中 选 出 在 间断 系数 《(x) 的 函 
数 类 中 收敛 的 格式 集合 ， 并 证 明 它们 也 是 守恒 的 . 因为 格式 
具有 逼近 性 , 所 以 系数 ck 和 Bi 满足 条 件 〈16) , 为 方便 起 见 ， 
把 它们 重 写 出 来 : 
wi 二 wm 二 Tm=1, B+P+P 1, (3D 
b — B- = 1 +a — a (32) 
计算 当 ¿= n, n + 1 时 的 as bis 
an = (a1 + ok + aik, = (1 — a )ki + ak; . 
b, 一 a 二 BO + Bika 
any = ak, + (z + ok = aiki + (1 — a-)k,, 
ban = Biki + (1 — B-)k,. 
我 们 讨论 差 式 R,。 它 与 4 无 关 , 因而 条 件 (30) 对 任意 的 4 都 
TURRE R= 0. HR, RA k/k HE :— k/k, M 
得 - 
a((1—B)t+B)(Bt + (1 — 8)) 
— ((1 — a.)t +a) + (1 — a)) = 0 
或 
(1—808-+[08-+(1—8)(1—8-)—a-(1—a)] 
+[8(1 一 BD) — mo-: 一 (1 一 a) — e)l 
一 oa(1 一 a) = 0. 
由 于 : 的 任意 性 , : 6500 R 3k ss F: 
(1 一 8D0p- 一 0，(1 一 cm 一 0， 
p6- 十 (1 一 8)(1 一 8-) 一 ci(1 一 o) 一 0， (33) 
pB(1 一 8-) 一 aoc- 一 (1 一 co-D)G1 一 ao) 一 0. 
后 两 式 是 条 件 (32) 与 (33) 第 一 式 的 推论 。 考 虑 到 条 件 (15)， 
则 方程 组 (31) 一 (33) 有 非 负 解 
ba =al, aa = x = 1— a> P, = ex 0 < o < 1. 
这 是 一 个 单 参数 族 . 事实 上 ,假定 = p 一 0, WH G1), 
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(32) 得 到 所 一 1 一 cc- 一 mp 一 1 一 和 一 1 一 om。 
WRS 8-, 一 0，c-: 一 1， 则 根据 条 件 〈15) 得 到 上 述 
解 当 m 一 0 的 特殊 情况 . 对 方程 组 (33) 的 其 它 解 也 可 类 似 
地 研究 .考虑 到 已 经 求 出 的 方程 组 (31) 一 (33) 的 解 和 条 件 
(15), 则 有 
a; = (1 — oo)Ri + akis 
b; = (1 — oki + akiris (34) 
即 b; = aaa. 
这 样 我 们 就 证 明了 ， 如 果 原 始 族 (28), (14), (15) 中 的 
某 格式 在 分 段 连续 系数 类 中 收敛 ， 那 未 它 就 是 守 便 的 并 且 可 
以 写成 
5 sss 
i=1,2,--- N -—1, (35) 
其 中 
a; = (1 — œ)ki + aki 0al, 
m 是 任意 参数 ， 显 然 , 该 格式 对 任意 的 mw AMME, 而 当 
%m 一 0.5， 即 当 a; = 0.5 (ki + k) BJ BB E. 在 间断 


系数 类 中 相应 于 方程 (3) 的 格式 
+ Yin y; Yi T yi- 
Ay; = h fa 4 — a 门 | diy; = — Pi» 


i= 1,2, +, N— 1, yo = m, ys = pi 
的 守恒 性 不 仅 是 收敛 的 必要 条 件 ， 而 且 也 是 充分 条 件 ， 充 分 
性 的 证 明 我 们 不 去 讨论 了 . 
作为 例子 ,我 们 引进 一 个 非 守恒 格式 , 它 是 由 方程 
Lu = (ku Y — qu = ku” + k'u — qu = —Í 
的 每 一 项 用 和 的 二 阶 逼 近 得 到 的 结果 . 这 种 自然 的 逼近 产生 
格式 
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Yis T 2y; + yi kin ki-i Yini — Yi- 
k; + 


P +— W l 
i=1s2,--- N — 1, (36) 
把 它 写成 
1 Yiti™ Yi Yi T yi-1i 
a Fh | 2: = pi 
其 中 
di = g(xi), gi = f(x); 
a; = k. — Ein kas; kia) 


b= k + L kin — kia). 
4 


BETI, b; aimo BIRR (36) 是 非 守恒 的 ， 和 (28) 式 
比较 可 以 看 出 ,格式 (36) 相应 于 参数 值 


这 个 格式 ,一般 说 来 ,是 不 可 解 的 .如果 要 求 满足 条 件 
k > Tika — kial 


则 格式 可 解 ， 特 别 地 ,对 于 问题 (36) 有 
as>0, bs>0, anm>0, bn>0, 


LA 
žo < T <5; 
将 表达 式 


an 


= kk p = 3k tk 
oh Ai 


3k tk p, = 5h—k 
4 > s+1 4 


anp 一 
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代入 


R, = bnbnts lndotl -一 0, 


BISS (hk) = 0, AREN k= k 时 才能 成 立 ， 
因而 格式 G6) 在 分 眉 连 续 系 数 关中 发 散 . 


8 3. 构造 差分 格式 的 方法 


1. 积分 -插值 法 (均衡 法 )， 我 们 考察 对 变 系数 微分 方程 
Lu = (K(x)u’) — q(x)ulx) = —f(x) (1) 
构造 差分 格式 的 例子 . 
我 们 把 方程 (1) 看 作 细 杆 上 定常 热量 分 布 的 方程 。 对 这 
样 的 方程 ,成 立 热量 守恒 律 (平衡 方程 ) , 它 在 线段 [xm,z2] 上 
的 形式 为 ò 
三 (xD) — WQP) 一 ( g(x)ulx)dx 
+ j; fx) dz = 0, @) 
这 可 以 对 方程 (1) WRB [z 5, z] 积分 得 出 ， 这 里 
W(x) = —k(#) ee 
dx 


是 热流 量 ，4(*) 0 是 热传导 系数 ，u(x) 是 温度 . 

我 们 用 平衡 方程 (2) 来 写 方程 (1) 的 差分 格式 . IRR o 
是 步 长 为 4 的 均匀 网 格 ， Xi 十 
0.5 h, 

RMSHRB [r-t xi] 上 的 平衡 方程 (2): 


Wi-# 一 Wit# — [guar 
二 
+ | Odino. G3) 
5-3 


. 63. 


为 了 构造 壮 分 格式 ;我们 有 逼近 到 和 (3) 中 第 一 个 积分 .假设 当 


*;-1 < z < xit# 时 u = const = #;, BH 
x 

| +a qlx)ulx)dx ~ hdiui, 
*<;_1 
=$ 


¿= 
h 


对 等 式 du/dx = —W k ERB Leor] 上 积分 ， 

i W(x) 

s= RG) 

因为 (3) 式 中 的 是 在 半 整 数 点 x+ 上 取 值 ， 所 以 ， 当 
lia < r < xi, I] W = const = Wig, WA 


wit — u; ~= Wi 六 dx 


a g(x)dxr, (g(x) > 0). (4) 


x, 


Wit Ui = Í 


zim kG)” 
或 
W;-1 ~ —ai = Hizi gi (5) 
一 [工作 2 | 
a-f z a] ; (6@) 
把 表达 式 (3), (5) 代入 (3) 并 用 y; 表示 未 知 函 数 ,就 得 到 表 
示 网 格 上 热量 守恒 定律 的 差分 格式 
LP Tipos SEP, Ja? /EN FESE S — o, 
于 os a, ; | diyi Pis 
或 更 简单 地 用 无 足 标的 记号 表示 ， 
(ay), — dy = — p, (7) 
其 中 a 
Pp 一 9 一 二 J (8) 


差分 格式 (7) 的 系数 按 (4),(6) 和 (8) 式 的 积分 计算 . 如果 
方程 的 系数 是 光 沿 函数 , 则 a， 2 和 可 用 
u=ka) d=) pie) (9) 


e 


- 


代替 ,精度 是 0). 
平衡 方程 (2) 也 可 用 来 建立 非 均 匀 网 格 上 的 差分 格式 . 
假设 "是 非 均匀 网 格 且 hi = x, ti i = 1,2,-- N. 令 
Zip = x. — OS his x; = r; FOS his 
并 写 出 线段 [x;-4, ra] 上 的 平衡 方程 (2)， 则 得 到 关系 式 
G). 在 非 均匀 网 格 上 ,我 们 用 


[aoaaa hai 
ti} 


xi 
¿= 1 gar (4) 
h, x+ 


代替 关系 式 (4), 这 里 大 一 + Qi + ha). 


类 似 地 , TER (6), (8) 改 成 
下 ， 
a 一 Ë ks zœ] s (6') 
pi 一 > | JG) dz. (8') 


于 是 ， 非 均匀 网 格 上 差分 格式 的 形式 为 

l (Ga (yaa — yi) a (y; 一 Yi) 

M 3 4 |= 4v = =e 

¿=1,2,-- N — 1. 

当 函 数 《(x) ，4(*) 和 f(x) 充分 光滑 时 ， 系 数 *，4 和 
Pp 仍 可 按 (9) 式 计算 . 

再 考察 一 个 例子 .对 方程 (1) 的 第 三 边 值 条 件 建立 差分 
近似 假定 该 条 件 给 在 点 x 一 0 处 并 有 形式 


u'(0) = ku(0) — g. (10) 

根据 假设 ,方程 (1) 的 系数 (x) 大 于 零 , 所 以 把 条 件 (10) 改 
写成 更 方便 的 形式 为 

Kk(0)u'(0) = rz(0) — g, (11) 
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这 里 e= RRO), g= 就 (0)。 把 边界 条 件 (10) 写成 (11) 的 
形式 更 为 自然 ， 因 为 这 时 左 端 就 是 热流 量 ， 可 能 相差 一 个 符 


=. saRe|o+] 上 的 平衡 方程 C), 


h2 2 
Wo— Wi 一 | q(x)ulx)dxr + f flx)dr = 0. (12) 
H (11) 得 到 
Wa = 一 人 (0)xw(0) = 一 cu(0) + g. 
把 此 式 代 人 (12) 得 


/1 
— W: = 一 tt + g 十 j LOZOL 
° 


k: 
+ [Í fx) adr. (13) 
和 推导 关系 式 (4), (5) 一 样 对 (13) 中 的 Wa 和 |” geua) 


dx 进行 通 近 .于 是 得 到 ayso = (r + d) yo — (e + Zg) 


ss gy; p; (14) 


这 里 
[于 者] 


m= 2 ar. 
这 些 积分 同样 可 代 以 某 种 求 积 公式 ,例如 a =k) = li, 
do = qo po = fos 
容易 验证 , 当 方程 (1) 的 解 u =u) 充分 光滑 时 ,用 系 
数 按 公式 G), (6), (8) 或 (9) 给 定 的 网 格 方程 (7) 通 近 的 
误差 是 00). WEARZE (14) BERA (11) 的 误差 也 
BOUD. 显然 , 当 kO = 1, qG) = 0 时 ,边界 条 件 (14) 
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和 $1 问题 (10) 的 边界 条 件 相同 . 

2. 里 兹 方法 .前 面 已 经 指出 ， 在 构造 自 共 辊 算 子 边 值 问 
题 的 数值 解法 时 ,希望 网 格 问 题 也 能 保持 自 共 施 性 。 然 而 ,如 
果 问 题 相 当 复 杂 ,边界 条 件 又 含有 导数 ,要 写 出 满意 的 自 共 斩 
格式 可 能 会 引起 相当 大 的 困难 。 本 段 将 叙述 一 个 总 是 导出 自 
KARRIERE. 

我 们 提 一 下 里 兹 方法 的 要 点 。 KRAAN, —W A 38698 
分 方程 间 题 都 可 以 归结 为 求 一 个 函数 使 某 泛 函 达到 极 小 值 的 
等 价 问题 。 例如, 求 边 值 问 题 

£. (KOE) = G) fd 0<=z<1, (15) 

RCOJu' (0) = ou(0) — gos 
ROWA) = er(1) — g (16) 
的 解 等 价 于 求 函数 u(x) EZA 


IG) = Husu) — | fae) ar — ga(0) — eQ (17) 
达到 极 小 ， 这 里 
[us0] = | RG) Ce) + gC) ub) ve) az 


十 kou(0)v 0) 十 ru). (18) 
XAR 05) 是 这 个 变 分 问题 的 欧 拉 方程 ， 熟知， 如 果 函 数 
q(x) 和 常数 sa, m 非 负 且 q(x) 不 恒 等 于 零 , 则 泛 函 (17) 的 
极 小 值 存在 , 且 极 小 元 aG) 属于 空间 wW 红 9, 1]， 它 由 空间 
1L,[0,1] 中 具有 平方 可 积 广 义 导数 的 函数 记得 成 , 

这 样 一 来 ， 如 果 有 一 个 等 价 的 变 分 问题 并 且 该 泛 函 的 极 
小 值 存在 , 则 可 以 利用 里 兹 方法 近似 地 求 出 使 泛 函 (x) 取 极 
小 的 元 * 来 代替 用 数值 方法 直接 求 边 值 问题 的 近似 解 。 我们 
提 一 下 这 个 方法 的 内 容 。 假 设 W 是 求 泛 函 Iu) 极 小 值 的 空 
ERREZE u) 定义 在 元 ke W 上 ,并 且 使 1(w) 取 极 
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小 值 的 元 * 属于 Ww. 我 们 构造 有 限 维 子 空间 叙 列 ee W , 8 
代 丈 ,将 在 F。 中 求 泛 函 的 极 小 值 . 假设 子 空 间 的 维 数 是 n, 
ËR. Psi 一 0,1,…,n 一 1 是 该 子 空间 的 基 , 即 对 任意 的 元 
un€ V, 都 可 表示 成 


nel 
一 > ami”. (19) 
i=0 


用 w 的 表达 式 代替 x RAZE IG), 得 到 ”个 变量 ao, 
a," an 的 函数 。 因 为 我 们 希望 求 得 这 个 函数 的 极 小 值 ， 
所 以 数 a; 应 满足 方程 组 
0， i=0,1,2,...,7n— l (20) 
解 此 方程 组 ， 我 们 得 到 使 函数 ICu) 达到 最 小 值 的 一 组 参数 
# Bosa ts Gna 将 这 组 值 代 人 〔〈19)》 就 得 到 所 求 的 近似 
解 
一 
Un 一 > am”. 
i=0 
为 使 近似 解 w; 当 n— 0 时 收敛 于 精确 解 u, 必须 假设 有 
限 维 子 空间 V, 在 某 种 意义 下 逼近 空间 W. 
-我 们 从 具体 的 证 函 〈17) 出 发 来 寻求 方程 组 (20). 将 
(19) 代入 (17), 得 
i led n-i 
I(un) = 1[> anD aa] 
i=0 


i=0 


-Í f >: ami? dx — go 2, x: aimi” (0) 


fo 
一 8 2 s: ami” (1) 

i= Tao 
1 n=l * 4 
二 2) iaia, 一 > Biais (21) 
Po i=0 


其 中 
aij = oi = [n,n l (22) 


B= WOKOL + gm) + gG). 3) 

将 OD RY a, 微分 并 令 导数 为 零 , 则 得 到 确定 a; 的 方程 组 : 
S'au —pB=0, i=0,1,2,...,n—1. (24) 
j=0 


3. 用 里 兹 方法 构造 二 阶 方程 的 差分 格式 .上面 讲 的 是 里 
兹 方法 的 一 般 情 况 .我们 的 目的 是 要 用 里 兹 方法 构造 问题 
(15), (16) 的 差分 格式 ， 特 殊 地 选择 有 限 维 子 空间 了, 以 及 
这 些 子 空间 中 的 坐标 函数 ,就 可 达到 这 个 目的 .在 线段 [0,1] 
上 引入 步 长 为 k= 1/1), WAX z = ih, i=0,1, 
2,"… ,7 一 1 的 均匀 网 格 o. 

记 =n — 1. 方程 (24) 将 是 三 点 差分 格式 的 形式 ,如 
果 这 个 系数 矩阵 是 三 对 角 的 , 亦 即 ,如果 |i — | > 1 时 系数 
wii 一 0。 在 这 些 条 件 下 ， 如 果 展 开 式 〈19) 中 的 参数 取 作 函 
数 在 6 节点 上 的 值 , 则 方程 组 (24) 就 是 古典 的 差分 格式 ， 如 
果子 空间 V, 中 的 坐标 函数 当 |; 一 j| > 2 时 ,在 内 积 (18) 意 
义 下 正 交 , 则 方程 组 (24) 的 系数 矩阵 就 是 三 对 角 的 .如果 把 
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坐标 函数 P 取 成 只 当 |lz 一 xi| < 2, z€ [0,1] 时 不 等 
于 零 , 则 它们 将 在 (18) 意义 下 , 当 1i 一 j| 宇 2 时 正 交 . 
Wi 中 满足 这 种 要 求 的 最 简单 的 函数 就 是 
0, OSIS zas z Ë( < x <1, 
ANCE) = ( (z — z;- Oh, x;- < z < a (25) 
Ceiri iasi x)lh, z; < * < tins 
i=1,2,-- N— 1; 
Ch- x)/h, 0 < z<z*<Z<X), 
0, h< x*<1; 
(x—1+h/h, 1— < z <1 
0, 0<x<1—A. 
4 中 画 出 了 函数 n, (z) 不 为 零 的 那 一 部 分 的 形状 . 
如 果 和 坐标 函数 取 作 (25)，(26)， 而 展 式 (19) 中 的 参数 
取 作 节 点 上 的 函数 值 , 则 子 空间 了 w+: 将 由 分 段 线 性 连续 函数 
组 成 .。 这些 子 空间 在 N 一 1, 2,……' 时 逼近 W. Bj Es 
(24) 具有 如 下 形式 
Qi 十 oiyi E ait 一 太一 0 一 1 0N 一 1， 
Goyo 十 eonyi — po 一 0， (27) 
ONN-IYN-1 + avNyw — By = 0. 
现在 来 计算 系数 mv W p. HARAR PYE) 的 形状 以 及 公 
式 (18),《22), (23), 得 到 


an 一 LOL + E q(z)(x — xida 


zim 


ao = [ 
(26) 
aHa) ws 1 


+ Pç g(x) (z 一 zida] 3 
ao 一 ff k(x)dx + EOG 一 ayaz] + xo 
CNIN 一 aff, RCx) dr 
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$ | reei Ayar] Fi 
Gii = aiiu =A [|77 keas 
+ [edn — OG ar], 
b= wf 1G 一 maz 
+ 人 "race 一 ae， 
Ba = "| E — addr + go 


Buma E IE — 1 + A)de + p. 
引进 记号 : 


a 
i=1,2,..., N, 
di = ||” OG t)r 


+ [e g(x) Cei — x)dx ] > 


i=1,2,---, V 一 1， 


h 
d, = zf’ 4q(z)( — x)dxr, 
dy 一 26 f g(x) (x — 1 + hdx, 


1-4 


Pi = hB; = h?’ [Í re (x 一 xi-Ddx 


(28) 


和 | kodem E O 9) G dds, 


(29) 


+ [FEIO Gm Da], i=1,2, +, N= 1, 


po = 26> [IEA — waz, 
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px 一 nof 1al — 1 + hdr. 


利用 记号 (29) 以 及 (28) 中 系数 mi 和 8, 的 形式 ， 可 将 方程 
组 (27) 写成 

(aya), — dy = — o£), x= h,2h,:ttl — h, 

ayso = (x + 0.5hdo)yo — (go + 0.5hpo), z = 0, (30) 

—axyzs, = (ki + 0.5hdy)yn — (g: + 0.5hpn) z = 1. 
容易 验证 ,如 果 系数 《(x) , q(x) fa JG) 充分 光滑 , 则 ai,4d; 和 
pi F 《Cxi — 0.54), qC) 和 f(xi) 分别 相差 OC?)。 doda, 
qo 和 yx 是 例外 ， 它 们 同系 数 a) 和 f(x) 相应 的 值 相差 
OC). 这 样 选 择 系数 时 ,方程 及 左边 界 条 件 的 逼近 (30) 就 和 
前 面 用 均衡 法 所 建立 的 逼近 (7) 和 (14) 一 样 。 因而 , 当 方 程 
的 系数 充分 光滑 时 ,差分 问题 (30) 逼近 问题 (15),(16) 的 误 
差 是 o). 

如 果 系 数 《(x) 和 g(x) 是 常数 , 则 wdi 可 用 显 式 表示 为 

we 一 人 d, = d = 4. 

4. 用 里 兹 方法 构造 四 阶 方程 的 闲 分 格式 .我 们 再 讨论 一 
个 用 变 分 问题 的 里 兹 方法 构造 格式 的 例子 。 今 就 带 有 所 谓 基 
本 边界 条 件 的 最 简单 的 四 阶 常 微分 方程 边 值 问 题 来 构造 差分 
HA. 


考虑 问题 
u(x) =G), 0<x<1, (31) 
u(0) = (0) =G) = (1) = 0. (32) 


求 问题 (31),(32) 的 解 等 价 于 寻找 一 个 函数 x(*)， 它 满足 条 
件 (32) HEZK 


IG) = f (yaz 一 OKOLO (33) 
取 极 小 值 。 众 所 周知 ,在 条 件 (32) 的 限制 下 , 泛 函 (33) 的 极 
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小 值 存在 且 极 小 元 属于 空间 遍 [0,1]， 该 空间 由 Z:[0, 1] 中 
满足 条 件 (32) 并 在 [0,1] 上 有 平方 可 积 的 一 ,二 阶 广义 导数 
的 函数 组 成 。 因 而 ， 在 用 里 兹 方法 求 问 题 (33) 的 近似 解 时 ， 
T。 应 取 Wi 的 有 限 维 子 空间 。 和 前 面 一 样 ， 如 果 1”), 
i=0,1,2,-- sn 一 1 È V, 中 的 坐标 函数 且 a 是 展 式 (19) 
的 系数 , 则 为 求 得 c. ,又 得 到 方程 组 24), 但 这 一 次 

' on Enf” 


e; = e = | . ndr, 
° dx dx? 


# = | IOP Ode. 


Æ [0,1] 上 再 引进 均匀 网 格 .我们 只 须 在 网 格 天 的 内 节 
点 ， 即 在 o= {x; 一 14|i 一 1,2,…, NN 一 1} 上 求 出 问题 
G1), (32) 的 近似 解 . 

为 了 从 方程 组 (24) 中 得 出 差分 格式 ，(19) 的 系数 w 中 
至 少 一 部 分 应 是 w 节点 上 的 网 格 函数 值 ， 这 时 ， 坐 标 函 数 不 
为 零 的 节点 不 可 能 多 于 一 个 ,因为 在 相反 的 情况 下 , 节点 上 的 
函数 值 就 不 可 能 成 为 参数 。 不 仅 如 此 ， 只 限于 节点 上 的 函数 
值 作 参 数 是 不 成 的 ,因为 这 时 子 空 间 V, 不 逼近 Wi. 就 是 说 ， 
用 这 样 的 族 无 法 一 致 地 通 近 导数 , 而 这 是 通 近 Wi Br £ nÍ p 
的 . 

因此 ,参数 的 个 数 (因而 ,坐标 函数 ) 必 须 增加 。 作 为 辅助 
参数 可 以 取 未 知 函 数 在 节点 上 的 导数 值 ， 这 时 方程 组 (24) 中 
的 未 知 量 不 仅 包括 未 知 解 在 节点 上 的 值 ， 也 包括 这 些 节 点 上 
的 一 阶 导 数值 ， 因 而 方程 组 (24) 已 不 是 古典 意义 下 的 差分 格 
式 ， 但 这 样 的 差分 格式 可 以 由 此 用 消去 增补 的 未 知 量 的 办 法 
得 到 . 

FE, n= (N 一 1)， 并 取 yis yol Yni 和 om， 
vott ona 作为 参数 a 的 值 。 假设 第 一 组 参数 是 未 知 解 在 
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a 节点 上 的 值 ,而 第 二 组 是 在 这 些 节点 上 的 一 阶 导数 值 .上 例 
中 我 们 取 了 分 段 线性 (在 每 个 区 间 [zx;-1, r] 上 线性 ) 连 续 函 
数 空间 作为 子 空间 V,。 这 一 次 我 们 不 能 取 这 样 的 子 空间 , 因 
为 ,由 于 一 阶 导数 在 w 的 节点 上 出 现 间断 ,这些 函数 甚至 不 属 
于 W 红 0,1]。V, 可 以 取 连 续 并 且 有 一 阶 连续 导数 的 分 段 多 项 
式 (次 数 大 于 1) 组 成 的 空间 . 注意 ,空间 V, 的 维 数 我 们 已 固 
定 为 2(N 一 1) = xn。 如 果 试 图 把 v, 取 作 分 段 二 次 (在 每 个 
区 间 [eo x] 上 为 二 次 ) 且 具 有 所 要 求 光滑 性 的 函数 空 
间 , 那 末 我 们 不 可 能 做 到 这 点 , 因为 这 样 的 空间 将 是 N— 2 维 
的 (N 个 二 次 抛物 线 有 3 N 个 系数 .为 满足 边界 条 件 (32) 和 
保证 函数 及 其 一 阶 导数 在 节点 上 的 连续 性 ,需要 2 (N+) 
个 条 件 ). 但 是 , V, 可 以 取 更 ? 中 分 段 二 次 函数 组 成 的 空间 ， 
这 些 函数 在 每 个 区 间 Leor] 上 可 用 两 个 抛物 线 表示 .这 
个 空间 的 维 数 已 经 是 2(N 一 1)。 V, 也 可 以 取 W paR 
三 次 (在 每 个 区 间 [ron] 上 是 三 次 ) 函 数组 成 的 空间 . 

展 式 (19) 中 系数 a 的 意义 已 经 确定 了 , 因此 , V, 的 基 唯 
一 地 确定 ， 它 由 两 类 函数 组 成 , 分 别 用 rC) 和 t,GO RR. 
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假设 展 式 (19) 中 函数 %(x) 的 系数 是 参数 六， 而 与 (2) 的 系 
数 是 w. 这 时 坐标 函数 m, (a) 在 节点 x; 处 取 值 为 1, ZE o BJP 
有 其 余 节 点 上 取 零 值 。 函数 x (z) 的 一 阶 导数 在 。 的 所 有 节 
点 上 都 应 等 于 零 . 坐标 函数 5i(*) 在 所 有 节点 上 痢 应 等 于 零 ， 
而 它 的 导数 在 节点 z; 处 等 于 1. 在 到 的 所 有 其 余 节点 上 L (e) 
的 一 阶 导数 均 应 为 零 . 容易 验证 ,函数 


0, 


m2) = 1—2( 


21 (z 


0, 


¿(= (== 


(z 


0 < x< rio 
ra < z< 1, 


rs 3 alip. 2 
=a) + (==) a 


3 
== i 
J + (mey, z; < z < tins 


0 < x< xris 
z <+ <l, 


EZAN Cak. 
=) pana > x; < x < tins 


就 是 上 述 分 段 三 次 函数 空间 的 基 . 上 述 分 段 二 次 函数 空间 的 
基 是 
0， 0< r< tii za < x <1, 
1), zii < z < x, — 0.55, 
n (e) 一 《一 2 E -5 y +l,z—05<r<zx (36) 
+ 05h, 
2 (=), x; +0.54 < x < tin; 


. 5. 


0, 0 < x= x;- 
x. < x< 1, 


=E G= n, tii < z < x; — 0.55, 
¿h 


š 3 
Ex) = zr — x, + x, — x), xi — 0.5 h < x x, ,(37) 
— TVu La + 0.54, 


zc — r), z 0.52 < r< r+ 
函数 (34)—(37) 的 形状 见 图 5 之 a 和 6 
于 是 ,问题 (33) 的 近似 解 将 在 下 列 形式 中 寻找 ; 
us (z) 一 Sono + viti(x)). (38) 
EGORA GD A 
(a= [Bom + EO] a 
-fO BE Ga) + ¿6034 


N-1 


' 
y | D iy + Ryw + vivii dy Jde 
ij=l 
1 N- 1 
5 a[o D) Om: + witi) dx 
int 


N-11 
= J (yy; + 28,;y;0; + Bijviv) 


ij=t 


— 25 (py + Bv)» G9) 
其 中 
. 769 


s= ap = P aya, Ba =a, = | uyar, 
a [intide Bima a 
B= | Od i=. NL 
把 (39) 对 入 和 i= 1,21 N= I 纵 分 并 令 所 得 之 导 
数 为 零 , 则 得 到 确定 y 和 的 方程 组 
s Cany; + Bivi) — Bi = 0, 
各 


D) Ciy; + Bavi) — B, = 0, (41) 


了 一 1 
¿=1,2,-.-. ,N — 1, 
把 这 个 方程 组 改写 为 
4Ú =F, 
其 中 一 (”) 是 未 知 向 最，F (1) eean, 4— 
($, z) EAEE, CAITE: 


a= (aij), @= (j), X = (8), 8= (5), 
转 置 矩阵 的 形式 为 
4 = (, E 
BIA 是 对 称 和 矩阵 . 


我 们 来 计算 系数 qi， Gijs zi。 利 用 函数 n) 和 i) 
的 表达 式 (34),(35), 由 (40) 得 到 
ain = 24/P, a= 0, Bi = 8/h, 
i=1,2,---, N — 1, 


Giit = m = —12/P, Giit = 6/P, 
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üis = —6/M, 
Bi = ü = 2/h, i= 1,2,--- N— 2, 
cj = 8; = 8; =0, |í — j| > 2, 
因而 ,方程 组 (41) 可 以 写成 
L(y,0) = yi — 4y; + 2y; + hvi — hvis 
P: 
Sa e GP 
mi(y30) = 3yii 一 3731 十 hvi + 4hvi + hvissi 


=—B, i=2,3, t, N—2, 
2 

pp 

Lsv) = — + 2y — hn = —— Bo (42) 

k 

Isa (y, v) = 2yy-a — 4yy-i 十 hon- = TE Bn-i, 
Pi 

m (y, v) = — 3y, + 4hv + hu, = Zh 


2 
moNv_i(y，2) = 3yy-2 + hus-a + thonn 一 E Bwa 


为 了 便于 把 所 得 格式 和 通常 的 差分 格式 进行 比较 ， 消 去 
(42) 中 的 函数 w。 容 易 验证 ， 
lia t 4l; ins — mi * Mipi 
= yt 4y;-i — 6y; + 4yirs — Yisa 
SE (Bia +48 + Bin) — Ë Gia — Ba), 
一 34 - N —3, 
i + 41, + l, — m, + ms 
= 4y, — 6y: + 4y3— y4 
2 -E (ñ + 460, + 8) 二 Ea z 5), 
71, + 21,-—m + 2m 
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= —18y, + 9y; 一 2y, 
k a š 
ar (A + 20) 一 2 (0 一 28), (43) 
ln- + 4ly-2 + ly- 一 my- + My- 
= 一 yw-4 十 4yy-s 一 6yn-2 + 4ys-i 
3 2 
= 一 全 (By-3+ 4n- + pw-D 一 (Br hs), 
2ly-2 + 7ly-ı 一 2my-2 + mn- 
= —2yy-; 十 9yy-2 一 18yx-: 
k kè 
Toy (28vw-: + 78r) 一 A 2B-2 — BN-i). 
利用 前 面 引进 的 差 商 记号 ,将 方程 组 (43) 写成 差分 格式 的 形 


式 
yas = PCr), x—=2h,3h,.**,1— 2h, 


y0) 一 0， yz 一 £ ynt Ais | =P pla), (44) 
2 3 = 4 


hA $ 3 
y1)=0, y+ £, +Ë Yars 一 一 全 p(ev-， 


2 3 
其 中 
p(xi) = A ‘f(x )( == zy, dx 


+Í o| (2228 - E +] 
pi ma o| (i 一 E) x: (==) + ajax 


a rozu za — as], (45') 
i = 2,3,..*",N— 2, 


pa) 一 Hi roļ-u(ž zy + 18 (三 ) | 


x=i-h 
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op 
o a 5 

一 pe (= ya), ye 
ee 


+ fro [o (H) - (emea 


+i (tai [Lts L r 
$ n 


+ | IO [a (6 + (yje. 


如 果 在 里 北方 法 中 坐标 函数 取 成 (36),(37), 则 差分 格式 就 是 

Yirir = PCr), x= 2h, 3A,. 1 一 26， 

= Z çG), (46) 
16 


2 


h 
y(0) 一 0， 和 2 一 Z + Te 


I1) 一 0， y+ Ly + s Yas |. ee 一 全 9 一人， 
其 中 外 (x) 由 类 似 于 (45) 的 公式 确定 。 可 以 验证 ,如 果 问 题 
(31), (32) 的 解 充分 光滑 , 则 差分 格式 (44) 的 逼近 误差 是 
OCh). RER (46) 的 误差 是 O). 

我 们 指出 , 和 问题 (41) RE, 格式 (44) 和 (46) RER 
共 箔 的 .格式 的 这 一 缺点 是 由 于 从 方程 组 (42) 中 消去 未 知 量 
vi 所 致 . 

5. 和 逼近 泛 函 的 方法 . 用 里 兹 方法 构造 四 阶 方程 (问题 
(31)，(32)) 的 差分 格式 时 ,我 们 遇 到 了 这 种 情况 , 即 所 得 的 
方程 组 中 方程 (以 及 未 知 量 ) 的 个 数 比 节点 数 多 一 倍 . 在 上 述 
例子 中 ,这 些 “ 多 余 ” 的 未 知 量 可 以 消去 ,但 所 得 方程 组 的 矩阵 
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就 不 对 称 了 . 下 面 叙 述 的 逼近 泛 函 的 方法 克服 了 这 些 缺 点 。 
这 个 方法 也 是 从 变 分 泛 函 出 发 ， 但 不 是 去 还 近 要 在 其 中 寻找 
极 小 值 的 空间 ,而 是 逼近 泛 函 本 身 . 如果 逼近 选 得 恰当 ,用 这 
种 方法 可 以 构造 很 好 的 差分 格式 . 

我 们 来 讨论 用 逼近 泛 函 的 方法 构造 差分 格式 的 两 个 例 
+f. 第 一 个 例子 是 构造 问题 (15),(16) 的 差分 格式 ， 我 们 从 
FREA (17) 极 小 元 的 等 价 问题 人 手 . 

为 了 构造 使 泛 函 〈17) 极 小 化 的 近似 方法 ,我 们 用 求 积 公 
式 代 替 泛 函 表达 式 中 的 积分 ， 其 中 的 导数 用 差 商 代替 . 精确 
地 说 ,假设 5 EKN [0,1] 上 步 长 为 4 的 均匀 网 格 . (17) 中 
的 第 一 个 积分 用 中 心 矩 形 求 积 公式 代替 ， 后 两 个 积分 用 梯形 
求 积 公式 代替 .在 点 x 一 0.54 (z; 是 节点 ) 处 的 导数 值 用 下 
列 差 商 代替 : 

Ws Dlia 


u'(x) |=. s Ut 2, 一 一 ; 


于 是 得 到 
hO) 一 SSES 2a 


+£ CO + a)y — 2f/(0)yə — 2f )yn) 


N- 1 
+ >) laD — 2J(z)y;]à + kŠ 
i=1 


+ myN 一 28oye 一 2giys. (47) 
LOEN 十 1 个 变量 y; 的 函数 ,为 了 求 出 确定 极 小 点 的 方 
程 ,应 使 函数 1;(y) 对 y, 的 一 阶 导 数 为 零 . 对 于 i = 1,2,…， 
N 一 1, RUA FIDE: 


— AG, + 0.54) Oin y) + Ë Klas — 058)(y, — yi) 


+ 2q(xi)hyi — 2hf(x;) = 0, i=1,2,."",N—1. (48) 
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当 i =0,N 时 ,相应 地 有 


一 人 4( 生 ) Or = y) + hgC0)y 


— hf(0) + 2royo — 28 = 0, (49) 
ZR (1 Eh) Ox — yr) 十 19CDyw 


— hf(1) + 2eyx — 2g = 0, 
把 方程 (48) 除 以 (一 24) 得 


|( A Ya Yi ( Z) zr] 
= , t ; i i 
riata) A klea ; 


— q(x;)y;i = —JG), i= 1,2,::.,N — 1. (50) 
把 关系 式 (49) 除 以 2 


4 人 (二 ) = = (+ Ž40)) y — (e +w), 


skoen) a cD 


-(s+ 40) (a+ O). 
容易 验证 ,如 果 (7) 中 的 系数 按 (9) 式 选 取 , 则 差分 格式 (50) 
和 以 前 用 均衡 法 求 得 的 差分 格式 (7) 一 样 . 类 似 地 ，(517 中 
第 一 个 边界 条 件 和 用 均衡 法 建立 的 条 件 (14) 也 一 样 . 
再 考虑 一 个 构造 差分 格式 的 例子 . 但 现在 是 考虑 带 有 所 
谓 自然 边界 条 件 的 最 简单 的 四 阶 常 微分 方程 
u® + qu = J(z), 0 < x < 1, q = const, (52) 
u” (0) = u” (0) = ”(1) = ”(1) = 0, 
问题 (52) 等 价 于 找 一 个 元 ul), EZR 
I(u) = f CY + gu)dx 一 2 uf ar (53) 
取 极 小 值 。 这 一 次 ， 全 部 积分 都 用 梯形 求 积 公式 壳 近 ， 并 且 
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在 逼近 WOY 的 积分 时 能 利用 边界 条 件 (52)， 即 条 件 
av(0) =u"(1) = 0. 
现在 用 二 阶 差 商 wz: RE u”, 我 们 得 到 泛 函 (53) 的 逼近 


N 一 1 


yj- 一 27 + yin 2 
Lly) > (一 一 一 全 J» 
N-1 
+ 2 (gy — Ayh 
+ r + ayh — 2/(0)y — 2/G1)ys1. 
此 式 对 y 微分 ,得 到 y; 的 差分 方程 : 


2 4 
x (ya — 2yi-i + y:i) 一 r: — 2y; + yin) 


+ Z Oi — 2y;n + Yisa) + 2hqy; — 2hf(x;) = 0, 
i = 2,3,°°°, N — 2, 
4 2 
-7 (yo — 2y + y;) + > (p — 2y; + ys) 
+ ayı — 2/(0)) = 0, 


2 (yo — 2y, + ya) + hgyo — hf1(0) = 0, 

Z Ors — 2yy-2 + yw- 一 + (n-a 一 2yw- + ys) 
+ gyni — 2hf(1 一人) 一 0， 

Ewa 2ys-i + ys) + haya — MQ = 0, 


把 所 得 的 这 些 关 系 式 乘 以 适当 的 表示 式 ， 并 利用 前 面 引进 的 
差 商 记号 ， 则 有 


k lái 
yz Í + > = z= 0, 
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£ 
yaz — y Yt T hay = hf, r=), 


yz + qy = f, x=2h,3h,...,1— 2h, (54) 


1 
— Yar — T Ye + hay = hf, xz 一 1 一 6， 


u 2 
t gy = Tt. z=], 


这 就 是 逼近 问题 (52) 的 差分 问题 . 9 TER CNR E E 
0(0 人 7， 必须 首先 把 第 二 个 和 倒数 第 二 个 方程 用 第 一 、 第 二 以 
及 倒数 第 一 、 第 二 个 方程 的 线性 组 合 代替 . 

就 是 把 第 二 个 方程 换 成 


aG) + MQ) + Ž gy0) = MQ) + ŽO), 
而 把 倒数 第 二 个 方程 换 成 
一 pass(1 一 们 十 197(1 一 们 十 LQ) 


= - D) +O. 


现在 利用 泰勒 公式 可 以 确信 ,问题 (54) 的 逼近 误差 确实 就 是 
ow). 
6. 布 本 诺 夫 - 伽 辽 金 方法 。 布 本 诺 夫 - 伽 辽 金 方法 是 另 一 
种 投影 方法 , 它 很 接近 于 第 2 段 讲 的 里 北方 法 ,但 应 用 范围 更 
广 一 些 . 当 问题 为 非 自 共 斩 或 非 定 时 ,本 法 也 可 应 用 . 
我 们 以 问题 
d du ç du y(x REDEE 
£ (aG5 86) + G 4“ 人 Ke), 0<<x<1, 


KC0)u’(0) = rou(0) 一 go 一 人 1)x (1) = rm(1) — pn (55) 
为 鲍 来 讨论 布 本 诺 夫 - 伽 辽 人 金 方 法 . 
我 们 提醒 一 下 (参看 第 一 章 $S2) ,函数 w(x)e W3[0,1] 称 
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为 问题 (55) 的 广义 解 ,如 果 它 对 任意 的 v(x) € W 红 0, 1] 满足 
积分 恒等式 
Paq — ru'v + ou ~ fv)dx 
十 eou(0)z(0) + rull )o(1) — g6(0) 一 gz(1) = 0. (56) 
和 前 面 一 样 ,假设 V, 是 空间 WAO, 1] 的 有 限 维 子 空间 叙 列 . 
我 们 寻求 问题 (55) HEM u) E 7。， 使 之 对 一 切 函 数 
s (z) E V, ERER (56). 假设 是 [0;1] 上 步 长 为 h = 
1/N 的 均匀 网 格 ，V。 是 前 面 引进 的 分 段 线性 连续 函数 空间 ， 
而 aP 是 它 的 坐标 函数 , 由 关系 式 (25),(26) 给 出 ， 和 前 
面 一 样 ， 我 们 寻求 形 为 

N 

uvala) = 2 ym n(x) (57) 

i=0 

的 近似 解 . 令 
ole) = aCe), 


并 将 (56) 中 的 u(x) ARRA (57) 代替 , 则 得 


N $ 
cd 
Sif key, d nAn — ,(a)yi 4 nagin» 
oL dx dx dx 


i=0 
+ ql) ym nN 一 Kepan |ax 
十 royi tP COMP (0) + riya PA aA) 
= gon 0) > gaf} = 0. 
考虑 到 坐标 函数 n (z) 的 形式 《25),《26)， 由 此 得 到 方程 组 
Oiii- 十 os + orinyits — Pi = 0, 
i=1,2,°"*,N—1, (58) 
oooyo 十 assay — P= 0 ANNY N- 十 annys — px 一 0, 
其 中 
tiii m h” |- ACxz)dx + f (x — xii)r(r)dx 


Ti 
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+ |” Gd ndar], 
Su OLSE 一 rr DrCodz 
+ Gm Ora + Ë G sg 
+ |°” Ga — Oar], 
s =. |[— [aG — 入 cs 一 re 
+ |" Xain — Da) as], 
i=1,2,--..,N — 1, 
aa = K| (kede + à Gar 
+ [= Pads | + =, 
“a= #7 i kedr — Ch — rds 
+ IEG S edz] | 
esa = 12 |—[ teo + | — 1 + ra 
+ a (0220 hg(e)dz| ， 
es =a | f Roae fi G rde 
+ f, G — Yad] + ms 
B= [位 (z 一 afCz)dz 
十 全 es z DIOLA ,i=1,2,... N — 1, 
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h 
b =h" f ( — z)/(z)dz + gos 
B. = h” fue — 1 + h)fGoO) dz + ge 
如 果 引 进 记号 
a = A" p k(z)dz 一 | (x, — z)(x — z.-i)4Ce)4z| š 
i=1,2, N, 
d, = h IM (x— zxi-1)g(x)dr 


Fiti x 
二 人 Ga Ddr], i127 N= 1 
I 


ëj 


k= |” G s-0rG046, i= 1.2, N, 


= |a rds i 0 ls N=; 
ži 
; 
di = mof gC) Ch 一 zx)dr， 
dy = zf , G — 1 + h)4G)4z; 
g 


i 


pi = 4B = A|| G nids 
£ [i S Ad| ias E ET 
aa zofio 一 z)JfCz)dx， 


pw 一 2f c — 1 + ))JG)4z, 
则 方程 组 (58) 可 以 改写 成 
(ay), + bty, + by: — dy = — p, 
z= h, 2h, tl — h, 
Car + bth)ys = Cro + 0.5hdo)y — (go + 0.500), 
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xz 一 0， (59) 
一 (av — hbx)y: = (xi + 0.5hdv)y — (g: + 0.5hpn), 
z=], 
如 果 r(x) = 0, 则 显然 问题 (59) 和 问题 (30) 完全 一 样 . 如 
RARR RE) ,g(x) 和 r(x) 是 常数 , 则 wd 好 和 好 可 用 显 
式 表 示 
r 


k 
a =a=k— q, di=d=q, b; =b} =. 
eT A 2 


7. 通 近 积分 恒等式 的 方法 .。 xD k5 AR- 
金 方 法 的 关系 就 像 逼 近 泛 函 的 方法 与 里 兹 方法 的 关系 一 样 . 

我 们 以 构造 问题 (55) 的 差分 格式 为 例 ,简单 说 明 一 下 逼 
近 积 分 恒等式 的 方法 . 在 均匀 网 格 5 上 确定 问题 (55) 广义 
解 的 积分 恒等式 (56) 可 用 如 下 的 求 和 恒等式 来 通 近 : 


Za( Bayas), 


N-1 F? 
+ >|-:Gə (= > 5) vi + q(xi)yivi 一 Kanila 


i=1 


ATONA — f(0) + gCl)ynvy — J(1)e8] 


十 Koyoto 十 KiyNVN 一 govo — gwy = 0. 
在 这 个 等 式 中 w 是 任意 的 网 格 函数 . 选取 w 使 它 在 一 个 节 
点 上 等 于 1， 而 在 所 有 其 余 节点 上 等 于 零 ， 我 们 就 得 到 w 不 
等 于 零 的 那个 节点 上 的 方程 。 这 样 逐个 地 挑选 所 有 节点 ， 就 
得 到 如 下 的 差分 格式 : 


(r (:— >) z), +rG)y;— 4G)y = —JG), x€ o, 
(的 + 和 we 和 oh 
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= (=+ 10), r=, 
-he 
m(n a)r- h(a t40) <x-l. 


8. 在 被 逼近 方程 的 解 上 提高 远近 误差 的 阶 ， 在 $ 1 中 对 
方程 (5) 引 进 了 两 个 差分 格式 (6) 和 《7), 它们 的 差别 仅 在 右 
端 逼 近 不 同 ,但 前 者 的 逼近 误差 是 0( 姑 ) ， 而 后 者 是 0(h)。 
现在 讲 一 下 $ 1 构造 格式 (7) 的 方法 . 对 方程 


Lu = u” = — f(x) (60) 
首先 写 出 最 简单 的 有 逼近 
Liy = sss pi = f(xi), 


并 在 假设 x(*)e CO 的 条 件 下 计算 它 的 误差 . 根据 定义 
$x) = Lyu + p, 


而 
Liu = Lu + Eru + O(h’), (61) 
因此 
$G) = Ë Lu + oC’). (62) 
H (60) 得 到 Lu = 一 Lj. 将 L'u 的 这 个 值 代入 (62), 得 
$G + EG) 一 oG. (63) 


从 (63) 可 知 ,要 写 出 逼近 误差 为 00) 的 差分 格式 ,只 需 将 
此 格式 的 通 近 误差 B(x) 表示 成 
Ia) = $G) + Erw ; 
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其 中 p(x) 由 关系 式 (62) 确定 ， 写 出 具有 这 种 误差 的 格式 并 
不 难 ， 只 需 将 
5 = IG) + EG (64) 
取 作 这 个 格式 的 右 端 ， 这 个 格式 就 是 
L,y = —@(a). 
显然 ,可 以 将 (64) 中 的 了 "(x) 换 成 函数 1(x) 的 二 阶 差 商 , 即 
JG), ?— + 各 所， 而 不 降低 通 近 误差 的 阶 
同样 地 ,对 于 $ 1 问题 (8) 的 第 三 边界 条 件 , 可 以 构造 出 
$ 1 所 指出 的 差分 远近 (10)。 注 意 ,这 个 逼近 已 经 用 均衡 法 构 
BEKT. 我们 重新 写 出 这 个 条 件 的 简单 逼近 ， 
lay 一 Ji u yo 
并 计算 它 的 误差 ， 


hi = a tb 


= KY — Vos Vo = go 


一 Kto 十 v 
2 
= (0) + Euro) — gu(0) + g + OC) 


一 (0) +0). 
由 $1 方 程 (8) 知 , w”(0) = 一 帮 0)。 因 而 
d+ Žo) = G). (65) 
从 (65) 可 以 看 出 ,要 写 出 误差 为 O(P) 的 差分 逼近 , 内需 将 
AM p uk p, = g + È gos Bl 


yi — Yo 
h 


lay = = Kyo 一 Do, 


我 们 再 考虑 两 个 提高 格式 逼近 误差 阶 的 例子 〈 对 常 系数 
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E). 首先 取 方 程 
u” — qu = —JG), (66) 
其 中 q = const， 这 个 方程 的 最 简单 逼近 是 
Liy = y — qy = —p, p= (G). 
它 的 误差 为 
$G) = Liu + p 


一 zl"(x) + TG) + 0(#') — qu + f 
一 Euo + OCh’). 
由 方程 (66) 得 
u® = gu” (a) 一 大 (z) = gu — qf — f. 
将 u(x) 的 这 个 值 代 人 pG) 的 表达 式 得 
$G) — (gu — qf = f) = 009. 
FAAI — HE H edn, B S REA OC) 的 差分 
格式 ,只 需 把 这 个 格式 的 逼近 误差 表示 成 
EO = pa) 一 二 (mo — q — f. 
现在 仅 改 变 格式 的 右 端 已 经 不 够 了 ,还 必须 改变 y 的 系数 , 显 
然 ,逼近 误差 为 0(h) 的 差分 格式 可 以 取 成 
yz -ell 十 £a); 一 -[r + Ee F rol: 
R ZEHE 


u” + ru’ — qu = —J(xz) ; (67) 
这 里 r = const, q = const。 这 个 方程 的 逼近 取 成 


yz 十 Tr. + yz) — 4y = —Í 
是 很 显然 的 .我们 来 计算 这 个 格式 的 逼近 误差 。 
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q =” + Euo + r + £ ru” — gu + J + OGY 
一 TG + 2”) + OG. 
由 方程 (67) 得 
u” = (r + q) — rqu + rf — f, 
u® = —(r° + 2rqg)u + (rg + q°)u 
+ rf — qJ — f rt. 
KE u” A u” 的 这 些 值 代 入 由 的 表达 式 , 得 
由 一 E [rw + 4(q — ru — (q rri] 


+0) 
z EJE G, +a) + aama] 
+ 0(). 


由 此 可 知 , 所 求 的 格式 应 有 如 下 形式 
1 1 k A = k ug `. 
y tri 5r) O+ y) sl +; r); 
- [+ £#CGa — 5 + rt + r)]. 
9. 变 系数 方程 的 高 精度 格式 ， 作 为 例子 。 我 们 考虑 方程 


d du 
thaw) o. C68) 
对 这 个 方程 已 经 用 几 种 不 同 的 方法 构造 了 格式 
(ays), 一 一 2(z)， (69) 


它 的 系数 ale) 和 9(x) 在 均衡 法 、 里 兹 方法 和 逼近 泛 函 的 方 
法 中 是 用 不 同 的 公式 计算 的 ， 然 而 用 上 述 任 一 种 方法 计算 系 
数 ,格式 (69) 的 逼近 误差 都 是 OW). 

由 $2 第 2 段 推 知 , 如 果 
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ale + ñ) + al) —_ kG) + Oh), 
z 


ss + D) al) Cs) + oG, 


p(x) = f(x) + 0), 
则 格式 (69) 是 二 阶 逼 近 ， 
对 方程 (68) 可 以 写 出 精确 的 三 点 格式 , 它 的 形式 为 
(Byz): 一 — olr), (70) 


tG 65): 


Co |. ear 


其 中 


+ re = Ier |. 
微分 方程 (68) 的 任 一 解 都 是 差分 方程 (70) 的 解 ， 即 
Yi u(x;). 
为 了 得 到 精确 格式 ,对 方程 (68) 从 x 到 z 积分 并 除 以 Ke : 


一 (kx 六 + .1 
u” (z) rO + iG j: LEDLER (71) 


再 对 《71) MaB MMA z Ë] za 对 x 积分 并 分 别 条 以 
BATE 和 247, 得 

4 W Soy Q. AG dr [| 

ks Qy re | ena, 


° Sin Mj i+ı dx Ng 
hi E — Qh re Der 


由 此 消去 Cku); 得 到 Gas), =— ol), Hh 2 ft p 由 前 
式 确 定 . 
当然 ,实际 利用 这 个 格式 是 很 困难 的 ,因为 2， $; 式 中 有 
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积分 ,而 这 些 积分 的 计算 精度 ， 显 然 ， 决 定 着 格式 的 实际 精 
Bz. 
对 二 阶 方 程 


$ (kot) — q(x)u = —{ (x), 0<x<1, 


可 以 构造 三 点 一 致 格式 , 它 对 任意 的 非 均 匀 网 格 都 是 精确 的 . 
这 时 利用 另 一 种 方法 ,这 个 方法 的 依据 是 ,上 述 二 阶 方程 在 任 
意 点 上 的 解 可 以 用 这 个 方程 在 包含 该 点 的 任意 区 间 端 点 处 的 
值 表示 出 来 。 取 网 格 节点 作为 这 三 个 点 , 则 得 三 点 差分 格式 
它 的 形式 为 
(ay:), — dy = —ọ, 
其 系数 a, d, p 是 微分 方程 系数 KE), g(x) , 1(x) 的 泛 函 ， 
现在 我 们 对 方程 (68 ) 直 接 研究 守恒 格式 逼近 误差 来 得 到 
误差 为 O(%*) 的 差分 格式 ， 把 方程 (68) 改写 成 
—4 ( 1 de) zat 
L= ETO O 5 GD 
更 方便 些 ， 用 三 点 算 子 
as = (2), 
ME Zw， 这 是 二 阶 逼 近 : 
p = Au — Lu = 0(}). 
正如 $2 第 2 段 所 证 明 的 ， SMERT 
1 1 1 
二 [去 + À) S 十 ] - F 
1 ï 1 ; 
下 二 | -Gol toU) 
时 该 结论 是 成 立 的 . 假设 a(x) 由 线性 模式 泛 函 Apl), 
—1 <s <0 确定 ,因而 
a(x) = Al plx + sh)], —1 Ss <0, 


— + 0(»), 
(73) 
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按 泰 勒 公式 展开 
plx + sh) = pl) + shp(x) 


+ E apa) + OG), 
Plx + h+ sh) = pl) + (1 + s)ip'(x) 
+ £ (1 + p(x) + OG), 


则 
ale) = pG) A[1] + hp'(x)ALs] 


+ Ë POALI +00, 
alx + h) = p(x)A[l] + hp C)ALL + s] 
+ + P”G)ALQ + 2] + O). 


把 这 些 表达 式 代入 二 阶 逼 近 的 条 件 (73) 中 . R, All] = 
1; 


其 次 ,如果 ALl + 2s] =0, BD Als] = —0.5, WA 


+| 1 = Ë 
hlal(x+h) alx) 
eal hp = "AL 十 小 
zall P ALE] 2p” K >] 


+ (2)an +] + ow’) ) 


eA (1 一 +g Als] 一 Amal 
+r (#)ana + 00) )] 


= (+) = Ë (与 4[1+25+OC) 
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这 时 条 件 (73) 中 的 第 一 个 也 满足 


1/1 £ MO St Cs š 
2 (S š alx + >) p(x) P Als + 0.5] + O) 


现在 来 证 明 ， 当 条 件 


an= albl= =}, ae, 
(74) 
， 1 
Alė] = = 
满足 时 ,逼近 误差 $ = Au 一 Lu 可 以 表示 为 
$= A= La = E L(pLu) + OCh’) 


h 


名 (SeLe)) + 009. 
为 此 ,把 az) ER =r 一 0.5 的 邻 域 展 开 ， 记 p(z)=pC2) 
等 等 ， 则 得 
alx) = A[Lp(x + sh)] = A[p(x — 0.5h + (s+ 0.5)4)] 


2 
一 4 [a+ A(s + 0.5)?” + TG + 0.5)29” 


3 4 
十 Ee + 0.58” + È G + 0.580 + o0] 


2 
一 五 十 a|: + | 十 £ P'AL[(G + 0.51] 


h 


+ ERAL + 0.5)3] 


4 
+ £ BHALCs + 0.5)] + OCS), 


再 注意 到 A[s + 0.5] = 4[s] 十 0.5 一 0， 


1 1 1 £ 1 
A +057] = a [2+ +1|-lL-1+1L-1, 
[G XI t ++ 3 = 
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即 


A[( + 0.5)] 


Ale] + Žale] + 2 


a. L t... tao, 
4 y} 8 
可 以 写 出 


aa) ~ 五 十 二 天 十 二 


zzp4d[( + 0.s321+ O(0), 
(G + P) = pz + h) E P” (Z + h) 
+Ë 


(z + A)A[(s + 0.5)*] + OCK) 
我 们 还 要 用 到 表达 式 


ula) = G) + E'G) + Ew TE +Ë K wG) 
yz = 
le- g Oty 


G) + OCh), 
“G =A) = iG) — £ GD + Ew “2 


FT" MG ) 


F (z) + OC). 
L — P”) x 
° HED + eka) ) 
(z) +> 一 Eur z) + eG) + 00) 
= = k 
+ 


a E-t) 


(E) + ed 


一 wz 一 
a 


(E) + KOCE) + r(z)#' + O(P), 
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als] + 1 
4 


其 中 


Ze et aen a 
G) zl P P“ a z 


7(z) = BG) | alzu’ (z) _ 


O O E j (2), 
eG) = = 
- 120” 
atya == . A[(s + 0.531] + CAEDE 
SAA p(x) 24 576P GY 
人 


wE) = w(x) — 0.5hw’(x) 十 + w(x)— £ w(x) 


+ TIET K wa) + OCh), 


WCE + À) = (z) + 0.5hw'(x) + Euro 


ht 
16 - 24 


(wz))。 一 人 十 4) 一 z(z) 
h 


+ w(x) + w) + OG), 


= gG Ewro + 0(4'), 


由 此 以 及 从 w= Lu 的 公式 推出 


将 前 式 方 括号 中 的 表达 式 变换 成 
G) + 写生 
=o (E) -St -20 w+ tP 
k. E 


TES 5DE 56 BS FRKA: 
p = Au — Lu (La) - (L) 


-EGEE = eo, 


$= ËLCLu) + o(a). 


假设 u mu) 是 方程 Lu 一 (T) 一 一 f(s) 的 解 , 则 
¿= — Ë LC) + OW). 


因为 
LED = (Z N Y ~ AG) + 00), 

则 差分 格式 
sy = (T) p+) 09) 
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在 方程 Lu = 一 (x) 的 解 x = x(x) 上 具有 四 阶 逼 近 , 因 而 ， 
WR f€ Ch, p€ CO) 且 关 于 线性 泛 函 
A[9G)1, —1< + <0 
的 条 件 (74) 满足 , 则 
$ = Au + p = O(h’). 
我 们 取 最 简单 的 泛 函 


ABOI = aB + eB (E) + ep0), 


其 中 cis co co 是 常数 . 条 件 (74) 给 出 : 
4[1] 一 ce 十 c++co 一 1，c 一 1 一 co 一 co 
Als] = =c, 一 0.5c: = 一 0.5， ci 十 0.5c = 0.5, 
4[2] 一 a ++ s= +. 


由 此 得 到 


条 件 4[?] 一 一 二 自动 满足 . 
这 样 , 对 于 最 简单 的 四 阶 和 逼近 格式 (75), 系数 a 等 于 
$; sa r + 4pi-3 + pie 
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第 三 章 ” 泊 松 方程 的 差分 格式 . 
最 大 值 原理 


正如 第 一 章 所 指出 的 , 泊 松 ( 拉 普 拉 斯 ) 方程 是 柳 圆 型 方 
程 最 典型 的 代表 之 一 。 这 一 章 将 在 笛 卡 儿 坐 标 \ 极 坐标 , 柱 坐 
标 或 球面 坐标 下 构造 泊 松 方程 各 阶 避 近 的 差分 格式 、 然 后 作 
出 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利克 雷 边 界 条 件 的 有 逼近， 证 明 最 大 值 原 
理 并 利用 它 来 研究 所 构造 的 差分 格式 的 可 解 性 和 收敛 速度 . 


§ 1， 构造 泊 松 方程 的 差分 格式 


1. 在 笛 卡 儿 坐标 下 泊 松 方程 的 逼近 . 设 在 平面 Orn 上 
给 出 泊 松 方程 
A= H tO z= (n,n), GD 
Ox x 
并 引进 沿 Ore 方向 (a=1, 2) 步 长 为 所 的 均匀 矩形 差分 网 
K 2， 在 第 二 章 $ 1 已 指出 了 在 矩形 网 格 上 拉 普 拉 斯 方程 的 
最 简单 差分 逼近 .利用 那里 引进 的 差分 算 子 ,方程 (1) 的 最 简 
单 逼 近 显然 为 
Ay = yz, + Yz, = — PC), (2) 
其 中 右 端 p(x), 例如 ,可 选取 
pl) = JG). (3) 
我 们 来 计算 右 端 为 (3) 的 方程 (2) 在 方程 (1) 的 解 x = n(x) 上 
的 逼近 误差 . 注意 到 
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Bu h? On ht Ou 
= HaT + ta CE + OCh), 
oa e 128x 3608x5 an 


Au = (L, + Li)u = —f(*), (4) 


Aau = us 


2 
Lu = 8, a= 1,2, 


得 
plr) 一 4z 十 p(xz) 一 (4 十 4)x + pl) 
~ (L, + Lju + 5 (LiwtRL) +/ Cs) +O( ||) 
= 0(|4|’), 
li: = hi + A 
从 而 , 右 端 为 (3) 的 方程 (2) 是 方程 (1) 的 二 阶 逼 近 . 
在 写 方程 (2) 时 所 利用 的 差分 算 子 是 在 最 简单 十字” 型 
五 点 模式 上 给 出 的 .可 以 证 明 ， 在 这 种 模式 上 不 可 能 构造 出 
误差 的 阶 高 于 OCA) 的 差分 逼近 . 复杂 的 模式 "以 构 诲 
较 高 阶 的 逼近 .例如 ,在 “ 箱 ” 型 的 九 点 模式 上 可 上 ] 造 方程 
(1) 的 误差 为 OCA) 的 差分 逼近 .如 果 网 格 是 ”了 形 的 即 
h =) = h, 那 末 就 在 这 种 模式 上 可 以 构造 OCA) E 
j. 我 们 来 构造 上 述 有 逼近. 由 (4) 推出 : 
Au = (L, + L)u + 去 (Li + Liu + O(A) 


= (L, + L,)x + FAL + BIL,)(L, + Li)u 
2 2 
HEM L Lu + OCA. (5) 


将 Au = (L, + L,))u = 一 f(x) 代入 上 式 ,得 到 
Au = —JG) 一 十 GL + RLY) 


2 2 
a r LiL + O(]#|9), 
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On 
差分 表达 L,L,u 一 —— 
用 差分 表达 式 代替 LL PEE 


L,Liu = usss, |, + OC |A|) = A,A + Oh?). 
结果 得 到 


M+ MH = =S Aa i 
Au t HEHA, Au (1 + D E Lai) + OaD. 


由 此 推 知 ， 差 分 方程 


Ay m ay + LH Ahy = oC), (6) 
其 中 右 端 
v0 = G) + 2° za (7) 


在 (1) 的 解 u= ule) 上 以 0(1414) 的 误差 殖 近 方程 (1). 
给 出 方程 (6) 右 端的 公式 (D 由 于 必需 利用 f(x) 的 导 
数 ， 所 以 对 于 计算 不 总 是 方便 的 。 但 是 这 些 导数 可 以 代 之 以 
它们 的 差分 逼近 . 注意 到 
2 = fe, + OCR), 
我 们 取 方程 (6) 的 右 端 为 
PE = G) + D E p, 
=f) + 5 At + BAD. r) 
这 时 ,格式 的 逼近 误差 和 原来 一 样 是 4 阶 的 : o= 0(14|'). 
现在 我 们 在 正方 形 网 格 上 ( 即 h = h — h) 构造 具有 6 


阶 有 还 近 的 格式 . 
利用 展开 式 (4) 得 到 


2 
Au = Aw + Au = (L, + Lu + £C + Li)u 
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ht 
+ — (L! + Lu + O(1|19. 
者 (H+ Liu + O(l8l9 


由 于 方程 (L, + L)u 一 一 Ce) 及 关系 式 
(Li+ Li)u = (L, + L,)'*u — 2L,L;u 
= —(L, + L,)f — 2L,L;, 
(L} + Li)u = (Lt — L,L, + L3)(L, + Lu 
= —(Li— L,L, + Li, 
上 式 可 写 为 
Au = =i) — (L, + Lt — Lh + LDI 


- Ë Llu + OC. 
为 了 将 L.L, 用 它 的 具有 精度 00) 的 差分 模拟 代替 ,我 们 
注意 到 (4), 结果 得 到 

AA SD Its Ë E L,L(L, + L,)u + OCh’) 


2 
Shile- ELL +o’). 


因此 可 写成 
Au = Au + Tas = 一 pz) + oG), 


其 中 
k? hz 
ple) = JG) 十 五 Af 十 360 (A? + 2L, Lf). (8) 


由 此 看 出 ， 格 式 
Ay 一 一 p(z)， (9) 
如 果 右 端 p (z) 按 (8) 确定 , 则 它 在 正方 形 观 格 上 以 OC) 的 
误差 逼近 方程 〈1). 
(9) 式 右 端 也 可 取 别 的 函数 ， 它 保持 格式 的 逼近 阶 但 不 
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包含 函数 f(x) 的 导数 ， 将 表达 式 
Af — Af — z (Al + ADJ + OCK’), 
AY = (A, + A) + 0(3) 
= A}f + 2ÀA,4;,f + Ašf + O(h), 
LL = AAJ + OCF) 
IA (8) 且 仅 保留 至 0(4') 的 项 ,我 们 得 到 方程 (9) WAH 
g(x) 的 表达 式 


a x ht 2 ï 
o =f +g (A + AJI 240 (4? + ADI 
+ Ë htt. 《8 ) 
公式 (8 ) 对 于 计算 可 能 更 为 方便 . 


有 了 时 ,在 正方 形 网 格 上 ,由 节点 
(CE SPC — h, — h), (m — h, n +h), 
(x + hsz +h), (x, + h,zr, — h), 
组 成 的 “ 斜 十 字 ” 五 点 模式 可 用 来 和 逼近 方程 (1)， 这 种 逼近 用 
下 述 方式 构造 .众所周知 ， 拉 普 拉 斯 算 子 关于 坐标 系 的 旋转 


是 不 变 的 .我 们 将 原 坐 标 系 旋转 角度 = 而 网 格 不 动 。 这 
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笠 上 面 所 指出 的 模式 在 新 的 坐标 系 下 将 是 通常 的 “十 字 ” 模 
式 ,只 是 他 们 相 邻 节点 间 的 距离 是 V24, 而 不 是 4。 于 是 ,新 
的 方程 在 这 种 模式 上 可 以 用 通常 的 方法 逼近 ， 而 这 个 有 逼近 在 
老 坐标 系 下 取 如 下 的 形式 


1 
rry — hx — h) + yx — h,x; + b) 


+ y(x + hyra — h) + yC + h,a + h) — Ayl) 
= —I(xo x). (10) 
利用 第 二 章 $ 1 的 记号 , 改写 方程 (10) 就 得 到 


k k? 
Yas, 十 ya,r, + gann = Ay + Ay + 2: A,A;y 


= —/(*). (11) 
显然 ,方程 (11) 的 逼近 误差 是 O) 的 量 级 . 
2. 六 角形 网 格 和 三 角形 网 格 ， 为 了 逼近 泊 松 方程 ， 除 了 
和 矩形 网 格 和 正方 形 网 格外 ， 有 时 还 采用 由 边 长 为 4 的 正三 角 
形 (图 6) 或 正六 角形 (图 7) 组 成 的 正规 网 格 . 
现在 我 们 在 这 些 网 格 上 构造 方程 (1) 的 差分 逼近 ， 首 先 
指出 ， 在 六 第 形 网 格 上 用 逼近 (1) 中 导数 的 方法 来 构造 方程 
(1) 的 差分 逼近 是 不 可 能 的 ， 这 是 因为 通 近 任何 方向 的 二 阶 
导数 要 求 在 沿 这 个 方向 的 直线 上 至 少 有 三 个 点 . 我 们 在 三 角 
形 网 格 上 构造 格式 时 也 不 采用 这 种 途径 . 
设 z 是 某 个 网 格 上 的 一 个 节点 ,而 <, i = 1,2,………， 
#2 是 它 的 相 邻 节点 。 从 O 引出 = 条 射线 通过 O 的 相 邻 点 
x 中， 记 这 些 射线 为 1, 4,"…,1s， 射 线 4; 与 4 轴 的 夹 角 记 为 


6 一 9 十 E, kiho 角 是 初始 读数 ， 我 们 用 关系 式 


DY — y(x® 
y, = DD, i= 1,2, sn 


引进 沿 射线 1; 的 右 差 商 并 构造 算 子 
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Ly 一 > y. (12) 
我 们 考察 当 4 一 0 时 它 的 渐 近 状态 ,显然 


/Ou | hu | Kou 
Lu= ( 0 98 y w, 
£ > ð; 2 ð 6 ð 


POW h Ou 

tzan T 120 s) WA 
现在 用 关于 x, 及 x 的 导数 来 表示 在 (13) 中 出 现 的 沿 ;的 方 
向 导数 ， 经 过 简单 的 计算 得 到 


8 8 ; ð 
"E 0, i 
a; cos Bx + sin, x 
BE T (z Ə _ 8 ;) 8 
— = — A + —cos260, 一 -一 | + sin20; 一 一 -一 ， 
aÈ 2 2 g 69 ôg sin Bx0 x, 
S 一 e030, ( 2 一 3 e ) 
8 4 8x ôx ðk 
3 
+ sn30， ( 3 0>. > 2) 
4 8x18x, 8x; 
+ a (cos; í + sin 0, 2) A, 
4 8x, Əx, 
8' E 54 cos 40 8* ) 
-x+ 人 (A: 一 8 
Ai 8 8 ( 8x8x; 
a. u 4 
二 sin40(_ 6 _ _8 ) 
2 ( 8%0x, xð 
十 cos20， (总 一 ðt #)+ n20; A 
2 Or! Oxi se OriOx, 
人 一生 (cos0; 2 + sin 6, 8 2) 
aj Ox Bx; 
$ 5cos30; ( ° 2 - 6 3 6° ) 
16 8xi 8zxzx; OriOx! 
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— 5sin 30, ( 32 ə 2 8 + 2) 
Ox{Ox, 688 Ok 


16 
5 6 e° 
+ cos 56, ( ô +5 10 ) 
16 Xñ ”6404 arið 
; 185 65 65 
$ 539, (2 +5 10 —® ). 14 
16 Ox GERGER 8x18x; 0 


把 关系 式 (14) 代入 《13) 并 注意 到 


> cosa, = cosa( 0 +“ t La) 


i=1 s 


sin ax 4 


a 
Z %0, +l, +2, 
sin (ax/n) n í , 


a 
[C1 hy 当 万 二 0, l, 土 2,………， 


Z sinað, = sina (0 + 23, ) 


i=1 ” 


sin ax 4 


a 
— = 0, +1, 土 2… 
sin (ax/n) n ñ , i š 


(一 Dee-omm 84 E = 0, tl, 士 2 
结果 得 到 ( 当 > > 3 BF) 


3 2 
u 一 nh Au + nh A? 十 53 h {cos30 (8 
4 64 8 Ox} 


Ou ) u Ou 
_ 3 0 3 一 一 
a| 98) f ES ( rra ) 


一 dn E {( a 一 8 saag) ess (o + z) 

babu EA T gagis (e * z) 

+ (8,,, + 8,,)O(M) + OCH). (17) 
其 中 so 是 克 罗 内 克 符 号 .由 (17) 推 知 ， 对 于 任意 ”二 3， 
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算 子 % 乘 以 4/(nh) 以 后 将 逼近 拉 普 拉 斯 算 子 .引进 记号 


4 一 = gZ. a8) 
TEH 7) 式 可 知 ， 在 三 角形 网 格 上 G 一 6) 差分 方程 
Ay = 一 p(Cx) G9) 
其 中 
çG) = OREA (20) 
以 误差 00) 逼近 方程 (1)。 在 六 角形 网 格 上 方程 
4y 一 一 p(xz)， g(r) = f(z) (21) 


(Ay 的 表达 式 我 们 没有 写 出 ) 以 误差 0(h) 逼近 方程 (1), 并 
且 由 于 在 这 种 网 格 上 有 两 种 模式 ,对 应 于 9 = 0 K 0 = =, 所 
以 


pa = 3 (6 _ u \ + oa 
+€) 和 (中 3222) W), 


=O h (Pu u ` " 
= — Ë E +o). 
4 7 6 Gs a0) œ) 


3. 非 均 匀 网 格 的 拉 普 拉 斯 差分 算 子 .我 们 再 讨论 一 个 逼 
近 方程 


Au = —f 

的 例子 , 设 2 是 平面 Orr 上 的 任意 非 均匀 网 格 : 

O = {0, $P) ia = 0,+1, +2,.…*,0 = 1,2} 
沿 x, 方向 的 网 格 步 长 等 于 

ja 一 xia — lad 

且 仅 依赖 于 i。; 沿 这 个 方向 的 网 格 平均 步 长 是 

ñ, BD 一 + Cha + h), ha = ASP, h 一 MetD. 

出 现在 方程 (1) 中 的 导数 ,我 们 将 用 第 二 章 $ 1 类 型 的 关 
RAKEL: 
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Ö'u 1 (u — u u — uo 3 
be A ( rs: z ; ) Uzis a= 1,2, 
a a a la 


uD 一 (zt. D), uD 一 wx, fht), 
EISIN Oo LEERDE Au = 一 f 的 差分 方程 可 写 
为 下 述 形式 
Ay =yss 十 ya 一 一 Hz)， <€ Q. (22) 
p = Au + f = uz, + uza, + f(x), 
其 中 是 方程 As 十 1 一 0 的 解 , 它 可 写成 如 下 形式 : 


d= D> (uZ) + O + D 


= > (us Jie 十 0(# + B). 


Sv azi 


事实 上 ,将 uT 在 节点 x = Gali), xin) BJ 53838 ha A Aa RI 
FRF. RA 


utta) — g 
n Es 
Ou + Ow (RE) Ou 3 
= +E + + OC 
Oxs 2 ôr} 6 Oni (GQ: 
u — u 
Uža SEN 
ĝu ha Fu 2 Ou 3 
— 9 一 如 Su y hau 十 O( 尼 )， 
Əx, 2 好 6 Ox3 G 
从 而 
usa, = 元 Cisa — u) 
-2 z(y ma + oa), 
pn 
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把 表达 式 6 8°, Cao 
Qy SX — ty 3 s oad| 
代入 上 式 得 到 


Ou 十 L (a 2) 2 
Bats == — h + OCh). 
Maia 82 tE 8x2 /i Q) 


4. 在 极 坐标 下 泊 松 方程 的 逼近 .如 果 要 求 在 回环、 扇形 
或 环 状 扇形 区 域内 解 泊 松 方程 (1), 则 方程 (1) 自 然 在 极 坐标 
网 格 上 来 逼近 .在 极 坐标 (r, p) 下 的 泊 松 方程 为 
Tos a trap lya 43) 
其 中 一 / sl + d, ge 一 加 /4 而 平面 Onn 映射 为 半 
条 形 (0 < < co, 0< p< 一 2z=}. 

方程 (23) 的 系数 当 + — 0 时 具有 奇异 性 ， 因 此 为 了 选 
出 我 们 感 兴趣 的 解 ,这 里 需要 附加 以 补充 条 件 ,通常 感 兴趣 的 
是 当 r 一 0 时 的 有 界 解 ,而 这 种 解 满足 条 件 

lm r pu 一 0， (24) 


这 样 , 除 方程 (23) 外 , 我 们 还 需要 逼近 条 件 (24), 借助 
于 专门 选取 的 网 格 来 计算 条 件 (24) 是 最 方便 的 .我 们 就 这 样 
来 进行 。 对 变量 9 引进 以 hs 为 步 长 的 均匀 网 格 

wo = {Pm = Mhp, m = 0,1,- `", M — 1, b 一 2x/M}, 

对 变量 r 引进 步 长 为 加 , 且 平 移 了 半 个 步 长 的 均匀 网 格 

w, = (r, = (n + 0.5)h,, n = 0,1,2,:* +, h, > 0}. 
在 半 条 形 上 的 网 格 是 

Q = o, X o, = {ra Pm) Tn € Ors p, € Og}. 

从 网 格 点 中 除去 坐标 r = 0 的 点 ,我 们 就 摆脱 了 当 r = 0 时 
逼近 方程 的 必要 性 ,但 产生 了 当 r= 和 /2 DEDE 
问题 。 如 果 按 > 已 经 引进 了 未 平移 的 均匀 网 格 而 坐标 为 r 一 


“lille 


Argu 一 


0 的 点 已 计 人 了 节点 , 则 为 了 写 出 当 r = 0 的 方程 , 势必 要 利 
用 方程 (1) 的 笛 卡 儿 坐 标 形式 和 应 用 算 子 (18)，(12) (此 时 
h= h，n 一 M)， 亦 即 差分 方程 当 + 一 0 时 包含 有 M 十 1 


个 未 知 量 ,这 对 格式 的 使 用 很 不 方便 . 
在 网 格 Q 上 当 r = 0.5h, 时 方程 (23) 的 有 逼近 不 会 有 困 

难 ,就 是 说 , 算 子 Z。 的 逼近 显然 可 用 
Le = FEE ~ he = F vop (25) 


MAF L, 可 像 变 系数 算 子 ( 见 第 二 章 $ 3) IMPRE 


-42 (,2)~ zt 
LA 


其 中 olr) = r — 2. KE, W r= 和 时 方程 (23) WE 
近 可 取 为 下 列 形式 
Ay 一 Foy), + Fyw = 一 f(r,p), rz Ë, (26) 
A= A, + Ap. 

为 了 写 出 当 一 笃 时 的 差分 方程 我 们 用 均衡 法 。 将 
方程 (23) 乘 以 > 并 将 它 由 到 如 对 7 积分 再 由 pw 一 Ë 到 
Pn + 各 对 9 积分 . 注意 到 条 件 (24), 在 所 得 到 的 关系 式 中 
取 极限 ( 当 e 一 0)， 于 是 得 到 

h 


£ 
Pmt 如 
k| 8“ G, pdp + Í 1 e (wo + t2) 
Pm- lo r 2 


z ðr dp 
PEET 
$ f P a 9p)dp = 0. (27) 
o h, 


9m 一 2 


现在 用 中 和 拖 形 求 积 公 式 来 逼近 (27) 中 的 每 一 个 积分 ,得 到 


Ou [2 (4 te) 
AA, E (hs pm) +22 (H, pn +e 
ea Š » Pm) 6p\2”9" 2 
— Bu í à, -+:)] 
a 2 3 


+ 多 (wj 
为 了 得 到 节点 (z, Pa) 上 的 差分 方程 ， 我 们 用 相应 的 差 商 
来 代替 上 一 关系 式 中 出 现 的 导数 
hoy Cro pn) + 2hoyesCros Pn) + 22 ropan) = 0, 


其 中 yC ro Pm) 一 [yro 十 hs Pm) — y(ro pm)]。 
由 此 , 除 以 二 bpw 后 得 到 
í y,(ro Pm) + 大 ywCrogn) 一 一 ro pm), 
5 = £. 
我 们 将 h = 2r。 代 人 上 式 并 注意 到 
PC) 一 所 一 各 一 
结果 得 到 方程 


1 
+ pty, + Ye = —f(r,9), 
rh, r 


r= n = k t, (28) 


这 样 ,在 网 格 2 的 所 有 节点 上 方程 (23) 的 逼近 均 已 建立 .应 
当 指出 , 其 实 方程 (28) 可 以 从 方程 (26) 推 得 ， 如 果 在 (26) 
中 令 r = h,/2. 

实际 上 ， 因 为 
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1 
Ay 一 工 (py = Coty, — ey) = A 
r rh, T 


而 p(h./2) 二 0， 所 以 方程 (26) 在 网 格 2 的 所 有 节点 COn Pm) 
E4 n20,0<m<M—1 时 可 以 认为 已 经 给 出 . RN 
引进 下 面 的 记号 : 
Lov), 34 r 天 如 /2， 
Ap 一 (29) 
Th 34 r= h,/2 (n= 0). 


那 末 注意 到 公式 (26), (28), (29), 方程 23) 在 整个 网 格 上 
的 逼近 具有 下 面 的 形式 
Ay= hyt+ Ay = —i(r,p), (r,p)EQ. (30) 
我 们 来 计算 差分 方程 (30) 的 逼近 误差 . 显然， 


A= lu m LCE PERA 
a p’ orem 12: ðp” 
其 中 
s 4 
一 BF r), PE [o,-o Pn]. 
现 较 详细 地 计算 算 子 A, 的 逼近 误差 。 3 tio 按 h, BRI 
得 到 
u(ra F hrs pm) = UC fnt pm) 
= Bu + hidu 
( Pe Dr 


LO 8u 
t 6 Da), 24 
ura — hrs Pm) = ura Pm) 
一 ( == ho dd 
w. 
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k Se) hi Ow 
; Pu + hiu 
6 r/n 24 8r” 


其 中 


Dr 一 Dro Pn) F,€ [rrot]， 


Be = unon), F,€ lran]. 
由 此 推出 
(2 hoOu Kõu hè O'u 
“lB tate 8) + 24 Or" 


n (3 hu, RPU) _ Mow 

WG (a 2 ôr ur 6 Aam = 248r 
然后 再 注意 到 o(r,) = r, 一 0.53,, po 一 p( Tan) = yn + 
0.5h,， 我 们 得 到 


1 1 1 ð ( 2.) 
A, 一 一 ,一 一 (pda 一 一 一 -人 (you 
u ; (pu) PAG u, pur) o To 


u 
+ 十 二 (r + 0.54,)2 
Aha +C 党 


1 | 
十 — 0. l) = 
i (r 03) Sa 
因此 


pr, Pr) = (A,, 十 Í),=,. = 


rO 1 AA O'u 
a i 2)s: 


ér lôr Or 
= ~Ne 
PA 1 (-- h) 2e] + hè Otu GD 
4 2 / ðr' Jr=rn 127? Əg' ` 


当 r 一 mm 一 外 时 ,因为 ptm 一 如， 有 
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1 h, 
ptu, = 5 tp, 
rh, rh, 


A, = 
把 表达 式 


(2 hOu hon BO 
“ls (Br + 2 o +6 m taar 
8 
ðr 


( Ou \ Le hè O'u 
X G- )+ 6 DA), + 740r? 


代入 上 式 得 到 


1 Ou Le 3 Ou 

m(t E)n E 
应 当 指 出 ， 在 写 出 展 式 (31) 时 ,我 们 并 没有 利用 条 件 
(24), 所 以 当 条 件 (24) 不 满足 时 ，(31) 式 仍然 成 立 . 而 且 ， 
如 果 把 方程 (30) 看 作 已 知 的 , 且 搬 开 在 + 一 0.5), 处 构造 方 
程 的 方式 , 则 条 件 (24) 还 是 没有 明显 地 利用 ,因此 ,可 能 造成 
这 样 的 印象 , 即 方程 (30) 无 须 假定 (24) 就 能 逼近 方程 (23)。 
但 当然 不 是 这 样 . 如 果 放 弃 条 件 (24)， 则 方程 (23) 的 解 当 


+ 一 0 时 具有 奇异 性 ,在 较 好 的 情形 下 为 hj 型 ， 将 这 个 


解 代 入 (31), 当 + = OCh) 时 得 到 

Cr, p) 一 O(1/F), 
也 就 是 说 ,实际 上 不 是 逼近 . 若 假定 条 件 (247 满 足 , 则 它 不 仅 
保证 解 在 + 一 0 时 的 有 界 性 ， 而 且 保 证 解 的 充分 光滑 性 ( 当 
右 端 f(r, p) 具有 适当 的 光滑 性 时 ). 

我 们 来 讨论 (31) 的 逼近 误差 ,假定 方程 1) 的 解 对 笛 卡 
LER z, 及 有 四 阶 有 界 导数 .这 仅 当 有 界 性 条 件 (24) W 
足 时 才 有 可 能 . RINER, 关于 ”及 9 的 导数 是 关于 z, K x, 
的 导数 的 线性 组 合 ， 且 组 合 的 系数 是 有 界 的 . 为 此 我 们 用 关 
于 及 +w 的 导数 来 表示 关于 7 及 9 的 导数 .由 于 


x, = rcosp, X= rsinp, 
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而 
9x _ —r sinp 一 一 my 
ma ma rcosqg = ti p 
得 到 
Ou Ou u 
— = 一 一 十 — sin 
ôr Əx, PRA P> 
Ou _ Õu  ， Pi- 2; Pu . 
“ e 29 + 29. 
ar Bx cm 十 sin 2ọ az sin2p 


B, 


由 此 看 出 ,导数 E 及 aw 也 可 用 关于 n fa z HANSAM 
线性 表示 , 且 系 数 有 界 ， 因 此 这 些 导数 有 界 : 


On Ou 
2| <m, po <M, Mo=const>0. (32) 
类 似 地 可 得 
Ou Ou 
<“ 一 Eaa X 
Bp on "On 
Ou 2 On 2 OW Ou 
Zs =. 4 4. s ce 
80 
Ou Ou 
— zx — — x, — 
Ox CEA 


等 等 
显然 ,导数 EAG >1) 是 变量 a Mn ËJ k KEIR, 


并 且 次 数 n< k 的 项 , 它 的 系数 是 关于 n z, RAF z, Mn 
的 ， 阶 导数 ,而 零 次 项 不 出 现 . 由 上 所 述 得 到 
Os Fa <M, G3) 


< rM, 
ôg? 1 
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其 中 M 是 某 个 正常 数 . 将 估计 式 (32) 和 (33) 代 人 (31) 得 到 
Wp) = 0 (LB), (34) 


这 样 , 仅 当 条 件 (24) 满 足 时 差分 方程 (30) 才 逼 近 方程 (23). 
5. 柱 坐 标 下 泊 松 方程 的 逼近 .如 果 要 求 在 有 限 圆柱 或 贺 
们 内 解 泊 松 方程 ， 则 方程 自然 在 柱 坐 标 网 格 上 来 逼近 ， 用 柱 
坐标 表示 的 泊 松 方程 的 形式 为 
s I tt 

= —ICr,p;z), (35) 
Eh revit, gp = n/i z= r R 

Apu + 路 一 —f(r,9,2). 
用 柱 坐 标 和 用 极 坐 标 表示 的 泊 松 方程 区 别 仅 在 于 (35) 中 多 了 


一 项 g. 对 变量 + 和 仍 可 利用 前 面 引 进 的 网 格 w, 和 ww， 


而 对 变量 z 我 们 引进 步 长 为 hs 的 均匀 网 格 
w, = (z = kh,|k = 0,1, £2, +s > 0). 
把 网 格 9 取 为 如 下 形式 : 


Q = o, X o, X ws 


= {Crn Pm2k) | p> E wp rn E ors zh € ws}. 
在 这 种 网 格 上 将 逼近 方程 (35)。 我 们 把 拉 普 拉 斯 算 子 表示 为 
和 的 形式 

A, u = L,u + Lyu + L,u, 


一 上 2( 2) = iow 
L,u ra r Ər) Lou rop”? 
L = u, 

8 


在 网 格 9 上 算 子 L, 和 L, 可 以 象 在 极 坐标 系 中 那样 逼近 《 见 
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〈29) 和 (25)), MAT L: 用 最 简单 的 差分 算 子 到 过 
v 
Aw = uy, 全 了 zz = Bor 
于 是 可 以 把 方程 (35) 的 差分 逼近 写成 
Ay= Ā,y + Ayy + Ay 一 —f(r,p,2), 
(r,@,z)€ 9, (36) 
Hp d, K A, BAR (29) 和 (25) 确定 . 
格式 (36) 的 下 近 误差 等 于 
p = Āu + Í = p,p + A,u, 
其 中 ie 一 Au + Ava + f 表示 为 (31) 的 形式 ,而 A= 
Lu + OCh). 
前 段 所 得 到 的 关于 + 和 的 导数 的 估计 在 这 里 仍然 成 
KERNER ZA HA 
=o (ta + n). (37) 


6. REER FERIRE. 如 果 要 求 在 球 \ 球 环 \ 球 
扇形 或 其 他 的 在 映射 到 球面 坐标 时 变 为 平行 六 面体 的 区 域内 
解 泊 松 方程 ， 则 方程 自然 在 球面 坐标 上 来 逼近 .用 球面 坐标 
表示 的 泊 松 方程 的 形式 为 

=t (pu) 1 Pu 
Srni r ôr ( ôr ) jË rsin’? Op’ 
1 0 ( .. 9“ 
rsing 09 (sao) 
= —/(r,9,0), (38) 


其 中 


r = táta, 0 = arccos 2, tgp = 2, 
r x, 
而 空间 Onne 在 过 渡 到 球面 坐标 时 变 成 半 无 穷 平行 六 面体 
Í< r <o, 0 < g < 2x, 0 < 0 <=). 
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为 方便 起 见 ， 引 进 记 号 


r Dr 
1 Pu 
L 
w rsin’g Op’ 
A : 8 ( à 2) 
Lau = - -9 (sing? 
“T aing 00 V” 0” 
Apo = L, + L, + Lo 
并 把 方程 (38) 改写 成 
L,u Lout Leu 一 —f(r,p,0). (38") 


对 变量 9 的 网 格 仍 可 利用 前 面 引 进 的 网 格 oç, 这 时 对 变 
Er 最 好 应 用 步 长 为 h, 的 向 右 移 一 步 的 均匀 网 格 : 
w, = (r, = (n + 1)h,, n=0,1,..., ñ, > 0}. 
对 变量 6 取 这 样 的 均匀 网 格 是 方便 的 , 它 从 区 间 [0, =] 
的 左 端点 向 右 移 半 步 和 从 这 个 区 间 的 右 端点 向 左 移 半 步 ， 


ce 一 {0.= G+ 0.5)hesi = 0,1,2,-.. 1 — 1, ho = zl. 


结果 我 们 得 到 在 平行 六 面体 上 的 网 格 
Q = o, X oç X wo 
= 1(r,>0,50,), r, € o,, pm € wp30; € 00}. 

ATF Le 显然 可 用 如 下 逼近 (在 节点 (r,,p,>0;)) 
-~ Le = S s G9) 
ATF L, 作为 具有 变 系数 的 算 子 可 用 均衡 法 并 利用 第 二 
章 $3 的 关系 式 (6) 来 逼近 ( 见 第 二 章 $3). 注意 到 这 一 点 即 得 


1 1 8 (8) 
Av = — p ~ Le = 一 一 一 一 一 小 40 
v z Cev) v n Dr F 3 (40) 


其 中 p 一 p(r) = rr? = r(r — h,), r >h. 表达 式 (40) 
当 r=h 时 成 为 
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Apy 一 


mu 


Á, S ayero ot 一 r(r +h) = 2k, (40) 
rh, 


因为 Peh) = 0. 我们 将 形式 地 认为 这 个 表达 式 是 当 r= h, 
TAF L,v 的 逼近 . 

AT Lov 也 是 变 系数 算 子 ;, 当 6 = 0.5he 和 0 = 一 0.5hg 
时 应 用 均衡 法 并 利用 第 二 章 $ 3 的 公式 (9) 导出 逼近 于 算 子 
Ze 的 算 子 Ao: 


46pz 一 nre (sin ĝva)a ~ Lev 


rzsin O 
£ ,本 2) 
= Í Of(anbor 1， 1 
rsin0 00 80 6 


其 中 8 = 80, = 0, — 0.5ha = iho. 

考虑 到 当 8 = 0.52 (i = 0) bJ 0 = 0, 4 0 = x — 0.56 
时 BO = 0 一 0.5he + he 一 x， 我 们 写 出 上 述 的 4e KER 
在 6=0.5he 及 9 一 x 一 0.5ho 时 的 形式 : 


in 万 (+1) 
A z6， 当 8 一 0.5j (85 = ho), 
0 
ipa -a vas 14 0 = x — 0.5h (8 = x — 0.5 ho). 
CI 


我 们 用 这 些 表达 式 作为 算 子 L, 在 9 一 0.5hs 及 6 一 
z — 0.5he 时 的 差分 逼近 , 即 在 网 格 we (因而 在 Q) 的 所 有 节 
点 上 利用 公式 (41). 
这 样 ,我 们 得 到 了 方程 (38) 在 网 格 Q 上 的 差分 逼近 
Ay = Ay + Apy 十 Aoy = —f(r,p,0), 


(r,o,0)€ 9, (42) 
ERAF A, Aç, he 由 公式 (40),(407), (39) 和 (41) 确 定 ， 
现在 计算 差分 格式 (42) 的 逼近 误差 : 


p = Au + j = A, + Apu + As + J(r,p,0), (43) 
DE u 是 微分 方程 (38) 的 解 ， 我 们 把 表达 式 Au ik h MR 
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开 , 再 把 Apu 按 加 震 展 开 , 把 Aou FX ho WER. 
注意 到 
(> h õu k oy K Ou 
# Ery 


Or 2 ör T ç ar 十 于 577， 


S (2 h, Ou + Heu) h tu 
” Nr 28r 6 or/ 240r 


其 中 


Ou Ou | _ 
Br T Ir |n TE [r.o ran], 
|, Pelro rl 
H p= pr(r— h), ot? = (r + h,)r, 182 
EN 1 Cotu, — pur) 
a rh, 
h? Pu 2 人 ( A 
= Lu 十 一 一 十 开 11 十 二 |] 一生 
“ 3787 2 让 r / 8r* 
-55 
rJ r 
对 于 hpu 显然 有 下 述 表 示 式 


一 
1 À; Ə'a 


rsin? 12 Bpt 


Apu 一 Lon 十 


> a 

“u u ki 

其 中 ap Bp’ >V Pm € [Pmi pea], 
现在 来 讨论 表达 式 


Agu 一 


inĝ 
r2sin 0 (sin Bua)o 


~ sn — diabul, 
0 
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(44) 


(45) 


(46) 


把 根据 (44) 类 型 的 公式 求 出 的 we 及 ws 的 表达 式 代 人 上 式 ， 
经 过 简单 的 变换 后 得 到 
cos0 _ 2sin(he/2)\ Ou 
人 { rsin (. he ) 39 
= 2sin’(ho/4) On +Ë sin (Be /2) _cos0 Ou 
r 8g? 3 ho 12sin OF 


十 E (0 + 0.5) a 
+ sin (8 — 0.56) u), (47) 
把 (45) 一 (47) 代 入 (43) 后 我 们 得 到 逼近 误差 由 按 h,» he 及 ho 
的 寡 展 开 式 ， 要 估计 册 关 于 hs 各 及 加 的 阶 , 必须 估计 在 
的 表达 式 中 所 包含 的 对 r p 及 9 的 偏 导数 ， 
我 们 假定 方程 (1) (或 (38)) 的 解 对 笛 卡 儿 变 量 r x; 及 
zx 有 4 阶 有 界 偏 导 数 . 由 于 
xı = rsinĝ cosp, x, =rsinĝ sinp, Xs = rcos0, 
我 们 求 得 导数 
2an sin 0 cosp, be sin Ô sin p, 


ao sa S k> 1, i=1,2,3, 


数 M = 1,2,3,4) le RF eo, n R st G< 


阶 导数 的 线性 组 合 表示 ,而 组 合 的 系数 只 依赖 于 G= 1, 


2,3)， 因 此 是 有 界 的 : 
| Ou 


= <u, 


其 中 M , M 是 正常 数 ， 
其 次 有 
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3p 
各 = rsinĝ cosp 一 zy 
ôx Ox, 
= 0, 一 一 一 一 zy 
ep 8g: $: 
Or Ox 
F 2> 3y Xis 
2 
5. = — i 8 A We ws 
8*x, 
e TE Mj 
Bp’ 
逐次 计算 导数 
Bu _ N> x Bx, 
ap A ðr; Op” 


Gu L S O Or Or SOu Ox 
op NorOxr Op Op £ Or: Og’ 
等 等 ， 我 们 看 出 


Ou 
ap T > P,(xz zu) 


这 里 P.(zozxou) 是 变量 x, x 的 (2 1) 次 齐 次 多 项 式 ， 
而 它 的 系数 与 # 的 关于 x, K x, 的 ij 阶 导数 成 比例 .因此 导 
数 64w/8qg' 与 ysin6 成 比例 ,由 于 导数 8tw/8xf6x$',，s < 
k, i, l = 1,2,3, k= 1,2,3,4 有 界 , 于 是 有 


4, 
au | < Mrsin0, M = cont > Q. 
a*l 


EW 8 
现在 来 估计 导数 gge KT 152,3,4: 
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89 rar 00 00 Z 0x; 80 
等 等 ， 因 为 
rcosOcosy， 2a rcosĝ sin p, 
i = —rsin0, on 一 一 rsingcosy = — tů, 
Bae naL, n _ ôa 
862 ? e ú a 80 
等 等 ， 所 以 有 表示 式 
k 
Se SPs ps0;u), k= 1,2,3,4, 


其 中 P,(r;o, 0; u) 是 变量 + 的 ij 次 齐 次 多 项 式 ， 而 系数 有 
界 , 并 依赖 于 p,9 及 函数 # 关 于 ror zx 的 j 阶 导数 .这 
样 ， 对 任意 人 过 1， 导 数 8%x/60' 与 > 成 比例 , 且 
tu 
180+ 
结果 我 们 得 到 到 过 误差 (43) 的 下 列 估计 : 
Ta o(Ż+ +i) PETICE +M 8, 
rsin 0 


r rsin 0 
这 里 M = const > 0. 


<Mr, M= cost > 0, k=1,2,3,4. 


2， 在 狄 利克 雷 边界 条 件 下 泊 松 方程 网 格 
边 值 问题 的 提 法 


在 $1 中 我 们 讨论 了 在 笛 卡 儿 坐标 , 极 坐标 , 柱 坐 标 及 球 
面 坐 标 系 下 的 泊 松 方程 最 简单 的 差分 逼近 . 现在 转 而 叙述 相 
应 的 狄 利克 雷 差分 问题 . 为 此 ， 应 当 在 网 格 的 边界 节点 建立 
边界 条 件 ， 而 在 曲线 边界 情形 下 列 出 靠近 边界 节点 的 差分 方 
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程 ， 这 一 节 就 是 讨论 差分 边 值 问题 的 提 法 . 

1. 矩形 的 狄 利克 雷 差 分 问题 . 设 在 平面 Onr 上 给 出 了 
一 个 有 界 区 域 G, WRAT. 在 G 一 GUT 上 考虑 泊 松 方程 
的 狄 利 克 雷 问题 : 要 求 找 出 方程 


Au 一 一 1(z*)，z 一 (rz)eG， (1) 
在 G 上 连续 的 解 w(x)， 且 满足 边界 条 件 
a= g(x), x= (x,x) ET, Q) 


其 中 f(x) 和 g(x) 是 给 定 的 函数 . 

在 用 差分 问题 逼近 问题 (1), (2) 之 前 , 需要 在 G 中 引进 
网 格 , 当 在 G 中 建立 网 格 时 必须 注意 到 它 的 边界 特性 ,应 当 
力求 引进 这 样 的 网 格 , 在 它 上 面 逼近 问题 (1),(2) 最 方便 . 例 
如 若 区 域 G 是 平行 坐标 轴 的 矩形 

G = (r = (x=, x,)|a, < z, < bas a = 1,2}, 
那 末 矩形 均匀 网 格 的 步 长 h 和 应 与 矩形 的 边 长 (b, 一 a) 
和 (6; 一 a) 协调 . 亦 即 较 合适 的 是 取 
h = (bs — a)/N,, h = (b, — a)/N;, (3) 
其 中 N > 0, N: > 0 是 整数 .因而 作为 区 域 G 的 网 格 可 以 
取 下 述 点 的 集合 : 
a = (r; = (a, rf) xs 一 aç + ih, 
SLi 和 No 一 1，2}。 (4) 
集合 
o= (x,|0 <i <N, 0 <;, <N} 
EMR o BJ Wq h POE é: , fn 
y = No = (z; = (x, zn)|i = 0,N,, 
0 <; <N, KÉ 0 <¿, < N,, i= 0,N,) 
是 网 格 无 的 边界 节点 集合 . 

所 建立 的 网 格 5 具 有 这 样 的 特色 , 沿 每 x,,* 方向 它 是 均 

名 的 ， 而 它 的 边界 7 位 于 矩形 G 的 边界 T 上 .如果 我 们 放弃 
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专门 选 定 的 步 长 (3), 则 我 们 只 好 人 允许 或 者 在 G 中 出 现 网 格 非 
均匀 性 ,或 者 网 格 的 边界 7 或 它 的 一 部 份 不 属于 和 矩形 G 的 边 
界 了 .第 一 种 情形 对 逼近 方程 (1) 不 方便 ,第 二 种 情形 对 逼近 
边界 条 件 (2) 不 方便 . 

这 样 , 我 们 在 G 中 建立 了 网 格 。 在 这 种 网 格 上 问题 (1)， 
O) 可 用 下 述 方式 逼近 : 


Ay=—JG@G), == (z.,z,) € o, G) 
y = g(*), x = (zz) € Y, (6) 
其 中 4 是 五 点 网 格 算 子 : 
Ay = yas + Yis, n ot» Pa 2y + yC) 
+ LOGOD — 2y + yw), @) 
EWR o AR O), C) 也 可 用 另外 方式 逼近 , 如 
Ay = —gp(x), <€ o, (8) 
y = gG), z€ v, (9) 
其 中 公 是 由 $ 1 公式 (6) 所 确定 的 九 点 算 子 , 即 
Ay 一 Ay 十 iisi A,A,y (10) 
或 2 + 
Ay = yan + ya I HË +H Yz? 


这 里 hoy = yaoxos a= 1,2, 而 p(x) H 51 ARORO) 
给 出 . 
若 和 矩形 的 边 长 《5b 一 a) 和 (5b, 一 aa) 可 约 ， 则 在 区 域 
G 可 以 引进 步 长 为 的 正方 形 网 格 ， 这 样 它 的 边界 7 仍然 属 
FT. 在 这 种 网 格 上 问题 (1), 《2) 可 用 下 述 问题 逼近 : 
; P a 
Ay Ay + Aday gG), <x€o, | ci 
y = gG) z€, 
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这 里 你 由 公式 (10) 当 如 一 名 一 hh 时 确定 ,而 p(x) 由 $ 1 
的 表达 式 (8) HE. 
2. 曲线 边界 区 域 。 如 果 区 域 G 是 贺 ， 则 选取 和 矩形 网 格 是 
不 适宜 的 . 在 这 种 情况 下 ,采用 极 坐 标 , 并 在 G 中 引进 极 坐标 
的 网 格 ,更 为 自然 , 设 G 是 中 心 在 原点 半径 为 R 的 贺 
G = (z = (z, x;)|zt + xš < R°). 


方程 (1) 在 极 坐标 中 的 形式 为 
1 ð / wx i Fu 
A r Or ( Or ) t rôp? 
= L,u + Lyu = —j|( 7p). (12) 


在 上 节 为 了 通 近 方程 (12), 曾经 讨论 了 网 格 的 合理 选取 ， 把 
点 上 一 0 不 包含 在 节点 里 ,而 最 靠近 这 个 点 的 网 格 节点 位 于 
0.5), 处 ， 如 是 沿 7+ 的 步 长 ,这 样 做 比较 方便 .为 了 易于 逼近 
r= R 处 的 边界 条 件 , 我 们 在 G 中 取 如 下 的 网 格 : 
D = ((r,,p,)|r, = (n + 05), n = 0,1,2,..",N, 

h. = R/(N + 0.5), Pm = Mhp, m = 0,1,- "M — 1, 

hç = 2a/ M}. 
网 格 内 节点 集合 是 

o= {Crn pm) € G, n=0,1,..., N — 1, 
m= 0,1,2,..……,M — 1}, 

而 边界 节点 属于 集合 7 一 gwo， 它 们 的 坐标 是 〈R，pw)， 
m= 0,1,2, M 一 1， 在 这 个 网 格 上 问题 〈1)。(2) 用 下 
述 问 题 来 通 近 : 

Āy = Ā,y + Ayy = irp), (rp)Eo， 

y(r,q) = y(r,g + 2r), Crap) Eo, a3) 

y= gp)» (rp)E7， 
其 中 算 子 À H $1 的 公式 (29), (30) HE. 

我 们 再 讨论 两 个 特殊 选取 网 格 的 例子 。 
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设 C 是 直角 三 角形 , 它 的 两 直角 边 位 于 坐标 铀 上 
G= 1. = Cz) lO < x, < a, 0 < r, < —2 + 中 ， 
a, 


其 中 a > 0, a > 0 是 直角 边 的 长 度 ; 用 工 记 三 角形 边界 ， 
我 们 将 每 个 直角 边 分 成 数目 相同 的 NN 份 , 令 
h= a/N, h=a/N, 
其 中 六 是 整数 . 区 域 G 中 的 网 格 由 雪线 t= ih, x = izh, 
isih 一 0, 1, 2,… 的 交点 组 成 。 当 这 样 选取 名 及 如 时 ， 直 
R z = ih, 和 x, = ih 与 斜 边 相交 于 同样 的 一 些 点 上 , 这 
些 交点 就 是 网 格 的 边界 节点 .所 得 到 的 网 格 称 为 协调 的 . 它 
沿 每 个 方向 都 是 均匀 的 ， 用 6 记 区 域 G = GUT 中 所 有 网 
格 节点 的 集合 
m= (x, = Ghi) € Glo < ¿, < N, 
nN is isi = 0,1,:: N}; 
设 o = {v= (hho hh) EG] <i, <N, i < N — i) 是 
内 节点 集合 ， 而 
YY 一 ONo 一 人 一 (ph)ETm 一 0， 
N,;,= N— i} 
是 边界 节点 集合 . 
在 这 个 网 格 的 所 有 内 节点 上 可 以 写 出 五 点 格式 
Ay = yar 十 yzsr 一 一 帮 xz)， 
其 中 4 由 公式 (7) 确定 ， 而 在 边界 上 给 出 函数 g(x)， 即 当 
x€ v 时 y = g(x). 这 样 我 们 导出 形 如 《5),《6) 的 问题 . 
设 区 域 G 是 曲 边 三 角形 
G = [x = (x,x)|x, > 0,a = 1,2,x, < F(zx,.))> 
其 中 F(x,) 是 单调 下 降 的 连续 函数 且 
一 co < F(x) < 0. 
显然 ,这 个 三 角形 的 直线 边 长 为 a= F-《0), 这 里 FC) 
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是 Fa) 的 反 函 数 ,而 a= F0). 若 在 G 中 试图 沿 每 个 坐 
标 轴 引 进 均匀 网 格 ， 例 如 令 h = F-'(0)/N = a /N,, h = 
F(0)/N, = oz/N;， 那 末 可 能 出 现 这 种 情形 ,直线 x 一 ih 2 
曲线 xz 一 F(z) 于 一 些 点 ,而 直线 x, — ih, 与 z, = Fln) 
相交 于 完全 不 相同 的 另 一 些 点 . 艺 可 能 出 现 图 8 所 示 的 情 
形 . 

# G 中 的 网 格 取 为 均匀 的 ， 那 末 它 的 边界 Y 不 会 完全 属 
于 原 区 域 的 边界 T， 而 这 给 边界 条 件 的 逼近 带 来 困难 . 若 就 
取 上 述 直线 与 边界 工 的 交点 作为 边界 Y， 那 末 在 边界 工 的 曲 
线 附近 网 格 o 将 是 不 均匀 的 . 


lo rt 
图 8 图 9 


对 于 上 面 所 说 的 这 种 类 型 的 区 域 ， 引 进 所 谓 协调 的 非 均 
匀 网 格 有 时 是 方便 的 .例如 ,给 定 沿 罗 轴 步 长 为 太一 F- (0)/ 
N 的 均匀 网 格 , 沿 x, 轴 的 网 格 取 为 

z) = F(N), rN = (N — ihi = 0,1,2,---,N. 

所 建立 的 这 种 网 格 用 图 9 画 出 ， 网 格 的 所 有 边界 节点 都 
位 于 曲 边 三 角形 的 边界 上 .网 格 是 协调 的 . 它 沿 x, 09 bp K 
由 下 列 关 系 式 给 出 

hg? pan xyi» 二 E == F(N) p PEAN 


= F'(A + Oh )h, = OCh), 0 < 0 <, Bi 
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万 一 OCh). 

在 所 得 的 网 属 上 可 以 用 格式 (5),(6) 逼近 问题 (1),(2)， 
其 中 4 是 由 $ 1 的 公式 (22) 确定 的 通常 五 点 算 子 . 

3. 任意 形状 的 区 域 . 现在 设 区 域 G 的 边界 了 是 非常 一 般 
形式 的 分 段 光滑 曲线 .在 这 种 情形 下 ， 很 难 作出 关于 选取 特 
殊 网 格 的 一 般 性 介绍 ， 为 了 得 到 区 域 G = GUT 中 的 网 格 
5(G)， 我 们 在 平面 Onn 上 给 出 矩形 均匀 网 格 9, 它 是 由 两 
族 平行 直线 n= iho n= bh, ii = 0, +1, 土 ?,… 的 
交点 组 成 ;点 xi = Gv, x$) = (hs bh) 是 网 格 的 节点 。 
针对 五 点 模式 上 方程 (1) 的 融 近 ,我 们 将 称 节 点 < = (zz) 
和 < = (x), z) 是 相 邻 的 ?了 , 若 
syi =, R las il+ la- al = 1, 
其 中 ra = h. ta = i. a = 1,2, NIE |ia — ial = 1 3È 
0. 用 o= {x = G, ih) 6 G) 表示 沙 在 区 域 G 内 部 的 所 
有 节点 x= 《hs h) 的 集合 ,这 种 节点 称 为 网 格 5(G) 的 
内 节点 .我 们 称 内 节点 z€ o 是 正规 的 , 若 和 它 共 同 组 成 五 
点 “十 字 ” 模 式 的 所 有 四 点 邻 点 都 属于 G. 正规 节点 的 集合 用 
ô RR. 若 与 z 相 邻 的 四 个 邻 节 点 中 只 要 有 一 个 不 属于 G 
《〈 即 不 属于 G， 也 不 属于 T)， 则 称 这 种 节点 x; 为 网 格 6 的 非 
正规 内 节点 . 所 有 非 正规 内 节点 的 集合 记 为 ð, 因而 ó U ó—= 
e. 区 域 G 的 边界 了 与 直线 z = ih, n= bh, i> i = 0, 
士 1, 土 2,… 的 交点 称 为 边界 节点 ,所 有 边界 节点 的 集合 用 7 
表示 . 这 样 , 在 G 中 建立 了 网 格 5 = wU7y， 它 是 由 内 节点 


2 一 22 


D 相 邻 节点 的 概念 从 根本 上 依赖 于 要 逼近 的 方程 的 形式 * 更 确切 地 说 ， 依赖 
于 将 要 在 它 上 面 台 近 方程 的 模式 形状 。 这 里 所 引进 的 相 邻 节点 的 定义 与 
方程 (1) 在 五 点 十字” 模式 上 的 通 近 相 联 系 ,这 个 模式 由 节点 (z, z) 
《一 和 (xwzx + h) MAR. 
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心 和 边界 节点 Y 组 成 (图 10). 


现在 我 们 提出 在 网 格 五 上 逼近 方程 (1 ，(2) 的 差分 问 
BH. 为 此 ， 需 要 在 5 上 逼近 方程 (1) 及 边界 条 件 (2). 在 正 
规 内 节点 的 集合 6 上 我 们 按 五 点 “十 字 ” 模 式 用 方程 (5) š 
近 方 程 (1) ,在 边界 节点 Y 上 给 出 待 求 函数 的 值 : 
y=zgG@), 4 z€ y Bf. 


图 10 


剩 下 的 是 写 出 非 正规 节点 名 上 的 逼近 。 

这 里 可 以 有 各 种 方案 : 

1. 直接 转移 或 零 次 插值 .在 网 格 边 值 问题 中 ,节点 名 可 看 
作 边 界 , 点 上 的 条 件 由 下 式 给 出 : 

yG) = gE), z€, (14) 

这 里 zk6 7 是 最 靠近 z 的 边界 节点 .关系 式 〈14) 可 解释 为 
零 次 插值 ， 容易 看 到 ， 未 知 解 在 节点 ó 上 给 出 的 误差 是 
oClal). 

2. 一 次 插值 。 节 点 集合 总 仍 看 作 是 边界 的 ， 但 网 格 问题 
的 边 值 条 件 由 沿 一 个 轴 G Bz z) 的 一 次 插值 给 出 ， 例 如 对 
图 11 所 示 的 情形 ,未 知 解 在 节点 0 的 值 由 沿 轴 的 节点 3 与 
1 的 线性 插值 确定 , 亦 即 
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ACEP (15) 
后 十 有 
《可 以 验证 ,关系 式 (15) 的 逼近 误差 是 0(141”)). 
注 。 在 某 些 讨论 中 ,节点 东 宜 于 看 作 内 节点 。 这 时 ,将 关 
AA 5) 改写 成 


1 (入 一 为 1) 
Ay = > (25 — 3) = 0 16 
1o "i i r ` (16) 


EMWETEDECDODBSBIR. 显然 ,用 关系 式 (16) 逼近 方程 (1) 
的 误差 是 0(1). 对 节点 总 作 这 样 的 解释 时 , 代替 (16) 自然 
可 写 出 关系 式 


1 /一 一 一 2 加 十 
(2 J 加 nyt PHA, G) 


hà 


它 的 逼近 误差 仍然 是 0(1) GHR (20)). 现在 ,直接 转移 和 
一 次 插值 实际 上 是 不 采用 的 . 

3. 在 非 均 匀 网 格 上 逼近 方程 。 将 节点 ó 看 作 内 节点 , 而 
方程 (1) 按 非 均匀 网 格 上 的 五 点 “十字 ”模式 逼近 .图 11 所 示 
的 是 非 正 规模 式 的 一 种 可 能 类 型 。 节 点 3 是 边界 节点 ， 节 点 
1,2,4 是 内 节点 ,这 时 


At = (L= Lot) E a= 2n +y) 
h, hi hì 
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一 一 /， (18) 
À, = 0.5(4, + 47). 
在 一 般 情形 下 ,节点 xc (或 r4), t (R r) 可 能 
成 为 边界 点 ,这 时 泊 松 方程 在 五 点 非 正规 “十 字 ” 模 式 上 按 下 
ADE: 
A*y = Aty + Ayy 3 z€ hh, 


这 里 
1 ( yt —y 》 一 y 
ha ha z r? 
A¥y = Viura 一 py s. 7 (9) 
Rh 


车 yD €v, 
h, = 0.5(A2 + ha), 用 是 x 至 边界 节点 x € y pR Í Cto € y 
HIERN. fEJEIF 80 35 A EB93BRIR2E $* = A*u 一 Lu 关于 
1#| 显 然 是 一 阶 的 ,因为 
Ažu — Lau = O(à,) = O(ha). 

4. 在 非 均匀 网 格 的 非 正规 节点 上 副 近 方程 的 第 二 种 方法 
(守恒 格式 )。 把 在 正规 节点 z€ à 上 与 Ay 一 yrr + yz,x, 相 
同 而 在 非 正 规 节点 z€ 6 上 与 A*y 一 yaa, + yas, 相同 的 差 
分 算 子 ， 看 作 给 定 在 互 上 并 在 Y 上 等 于 零 的 网 格 函数 空间 引 
的 算 子 ， 研 究 表明 ， 在 某 些 情形 下 这 个 算 子 失去 微分 算 子 
Lu 一 Au 所 具有 的 一 系列 重要 性 质 : HAIER EE 
性 ， 这 个 事实 与 在 非 正规 节点 上 逼近 拉 普 拉 斯 算 子 的 方法 有 
X. 改变 这 种 逼近 ， 我 们 就 得 到 网 格 5 上 狄 利克 雷 差分 问题 
的 自 共 罗 与 符号 确定 的 算 子 .为 此 只 要 令 

A*y = Ařy 十 Ay， A*y 二 一 f(x)， "B4xz6€ ó BJ, 
其 中 
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(二 = 

N (2 - y _ y z )， 

n, 

* = LZ a : 

427 1 /yt — y y — ys Qo) 
Aa a sever. 


算 子 (19) 与 (20) 之 间 形 式 上 的 差别 在 于 将 公式 (19) 中 的 因 
F l/h 换 成 在 公式 (20) 中 的 因子 1/ 和 。. 给 定 在 5 上 并 在 边 
界 Y 上 等 于 零 的 网 格 函数 空间 五 的 内 积 为 

.0) = > IEW hb. 

上 面 所 说 的 差分 算 子 的 自 共 克 性 质 意味 着 关于 未 知 量 Y 
(网 格 函数 ya), rE o) 的 线 代数 方程 组 (差分 方程 ) 的 矩阵 
是 对 称 的 。 这 就 使 得 有 可 能 应 用 快速 收 僵 的 八代 法 求 出 》 一 
X《x) ， 这 些 方法 是 对 具有 对 称 系数 矩阵 的 方程 Ay =f MR 
展 起 来 的 .因此 在 非 正规 内 节点 *E 久 上 逼近 方程 Au = 一 / 
的 最 后 一 种 方法 (20) 应 予以 肯定 。 

于 是 , 泊 松 方程 的 狄 利克 雷 差分 问题 的 提 法 如 下 : 

AY = Yan, + yz, 一 一 1(x) 在 正规 节点 red, 
A*y 一 —Í() 在 非 正规 节点 x€ ó, (21) 
y = g(x) 在 边界 节点 rer, 

其 中 A* 由 表达 式 (20) MWE. 

E A* 让 公式 《19) 确定 ， 那 未 相应 的 问题 记 作 问题 
Qir’). 

若 y 是 问题 (21) 的 解 ,而 * 是 问题 (1),(2) 的 解 , 那 末 其 
误差 z(x) = y(x) 一 u(x) 满足 条 件 

Az = —J(x) 4 rE, A*z 一 —@*G@) 当 x€ ð, 
z(r) 一 0 当 x€ v, 
其 中 Ha) = Au + f, @$* — A*u + f. 

若 函 数 u= u(x) 在 G 上 有 直到 四 阶 的 有 界 导数 , 亦 即 

s€ CG)， 那 末 自 共 轿 守恒 格式 (21) 的 逼近 误差 是 p(x) = 
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OCA), #*() = 0(1). 虽然 在 非 正 规 内 节点 上 性 近 的 阶 
下 降 ( 与 格式 (19) 比 较 ), 但 在 这 一 章 $4 将 要 证 明 , 守恒 格式 
(21) 在 一 致 度量 下 有 二 阶 精度 .研究 差分 格式 《21) 的 收敛 
性 及 精度 阶 的 问题 归结 为 通过 问题 (22) 的 右 端 罗 和 J* 来 估 
计 其 解 *>。 问题 (22) 解 的 估计 式 将 在 $ 4 得 出 ,它们 是 基于 网 
格 函 数 的 最 大 值 原理 ， 


$3. 最 大 值 原 理 


在 这 一 节 ,我 们 研究 某 个 网 格 方程 类 ,对 于 这 些 网 格 方程 
成 立 所 谓 最 大 值 原理 。 不 含混 合 偏 导 数 的 二 阶 椭圆 型 方程 边 
值 问 题 大 多 数 主要 的 网 格 逼 近 均 可 纳入 我 们 所 考察 的 类 型 。 
最 大 值 原理 可 用 于 证 明 网 格 问题 的 可 解 性 ， 而 且 在 一 系列 情 
形 还 可 用 于 得 到 网 格 问题 解 的 先 验 估计 。 

1. 一 般 形式 的 网 格 方程 。 设 2 是 靖 维 欧 氏 空间 〈 网 格 ) 
点 (节点) r= (roro tr) 的 有 限 集 合 ， 假 定 在 每 个 点 
xzE@ 给 出 了 模式 UCA, RIOHA WETE. R 
们 用 HUGO) = HIG)N z) 表示 点 * 的 邻 域 , 即 除去 节点 * 本 
身 之 外 ,模式 HIG) 所 有 节点 的 集合 。 考察 方程 

Sy(z) = F(x), x€ 9, (1) 

其 中 y(x) 是 未 知 的 ，F(x) 是 已 给 的 网 格 函数 (方程 的 右 端 )， 
而 s 是 线性 算 子 。 它 由 下 式 确定 


Sz(z) 一 4(z)z(z) 一 X) Blr, EWE), (2) 
geia) 
系数 AG) 及 Blr, E) 是 已 给 的 +€ 8 l EEO 的 网 格 函 
数 . 


我 们 假定 系数 4 和 8 满足 条 件 
AG) > 0, B(x,5)>0, Vx€ Q 及 VEE M(E), 
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DG) = AG)— $, Be, E) >G. G) 


EEIT) 
设 * 是 网 格 2 的 任 一 节点 。 有 两 种 可 能 的 情形 : a) 或 者 
这 个 节点 的 邻 域 是 空 集 ，b) 或 者 M) 至 少 包含 一 个 节点 
LRA 
若 节 点 x 的 邻 域 ME) 是 空 集 , 那 末 方 程 (1) 当 x — = 
时 的 形式 为 
4(z)y(z) = F(x) R IE) = g(x)(g = F/4). 
我 们 称 这 样 的 点 * 为 边界 节点 ,其 余 的 节点 (它们 的 邻 域 至 少 
包含 一 个 点 ) 称 为 内 节点 ?。 用 7 记 所 有 边界 节点 的 集合 ， 
用 w 记 网 格 Q 的 所 有 内 节点 的 集合 ,于 是 oUr = 9. 
当 具 有 边界 节点 时 ,问题 (1) 的 提 法 是 : 求 方程 
Sy(x) = F(x), 当 z€ o, (4) 
满足 边界 条 件 
yl) = glx), * r€ Y (5) 
的 解 ,这 里 F(x), gG) 是 已 给 的 函数 ,这 就 是 在 网 格 2 上 的 
第 一 边 值 问题 。 
作为 例子 我 们 考察 S 2 讲 过 的 矩形 上 的 问题 《5)，(6)， 
我 们 容易 将 差分 方程 Ay 一 Yan + yx,x, = 一 帮 x) 改写 成 


1 1\ £ 5 
sA E 一 二 (yp + yt 
GERO RO + yt) 
=: 元 O + yH) = f(E) rE 0, 
2 


y(z) = g(x), x€. 
5 G) 式 比较 就 知道 ， 这 里 的 “4Go) 一 2 (二 十 二 ) > 0， 
BGE) = 1⁄8 R 1⁄8, FO = IG), DO =. 


1) 显然 ,这 里 引进 的 内 节点 和 边界 节点 的 概念 与 算 子 S 的 形式 有 关 ， 亦 即 它 
们 依赖 于 模式 HIC), x€ 9. 
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如 果 讨 论 的 是 椭 贺 型 差分 方程 ( 泊 松 差分 方程 是 其 最 简 
单 的 情形 ) 的 第 二 及 第 三 边 值 问 题 , 那 末 上 面 所 定义 的 边界 不 
出 现 ， 位 于 区 域 G 边 界 T 上 的 节点 其 区 别 仅 在 于 这 些 点 上 的 
模式 比 网 格 内 节点 上 的 模式 要 小 。 例 如 对 泊 松 方程 的 第 三 边 
值 问 题 ,在 节点 xe 了 上 有 D(x) > 0, 在 其 他 节点 上 D(x) = 
0. 


现在 我 们 引进 连通 网 格 的 概念 。 设 ,x 是 网 格 的 两 个 任 
意 节 点 ,但 不 能 同时 是 边界 节点 , 为 明确 起 见 , 假定 * 不 属于 
边界 Y， 即 zeo. 若 对 任意 的 ze wo， z€ 8 可 以 指出 节点 
序列 xx …，zxzm， 使 得 每 一 个 节点 属于 前 一 节点 的 邻 域 ， 
即 
ECZE)rae1T(rD ,xm € Cemi) Z € HIP Cem) (6) 
那 末 我 们 称 网 格 2 是 连通 的 . 

今后 各 处 只 讨论 连通 网 格 区 域 2 及 其 子 区 域 2 

注 1。 显然 , 连通 网 格 2 内 节点 的 集合 "也 是 连通 网 格 ， 
并 且 成 立 关系 式 


o= Ü HIG). 
对 各 个 连通 网 格子 区 域 ca 记 
g = Ú U). 


zeg 


2. 最 大 值 原理 
定理 1〈 最 大 值 原理 ). 设 0 是 网 格 区域 ，5 是 给 定 在 9 
上 由 (2) 式 确定 的 算 子 . 设 2 是 连通 区 域 ,而 0'S9 是 2 的 
连通 子 区 域 ， 在 这 个 子 区 域 上 算 子 的 系数 满足 条 件 〈3)。 于 
是 , 若 定义 在 2 上 的 网 格 函数 ye) 在 
@'= Ú so 


xen” 
上 不 是 常数 并 且 当 *e9 时 Sy(a) 和 0(Sy(x) > 0), WR 
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I) 在 9' 上 不 能 取 到 正 的 最 大 ( 负 的 最 小 ) 值 。 
WH. 1. 设 


Sy(x) < 0. (7) 
假设 存在 节点 ze 8 ，y(x) 在 这 点 取 最 大 正 值 ; 
yG)= max yG) >0 (8) 


于 是 在 这 个 节点 有 
Sy(z)= 4(z)y(z) 一 SD) BEEE) 
ge m) 


=DE) + D BEO) — y(ë)). (9) 
ge U(x) 


由 于 条 件 (3), D) > 0, 而 根据 假设 (8), y(#) > 0。 因 此 
(O) 式 右 边 第 一 项 非 负 ， 根据 同一 个 假设 yG) 之 y(8), 而 
由 条 件 G) 之 一 有 B, E) > 0， 因 此 (9) 式 右边 的 后 一 项 
也 是 非 负 ， 从 而 


Sy(z) > 0. 
在 这 个 结论 中 有 两 种 可 能 ,或 者 
Sy(z) > 0, (10) 
或 者 
SyG) = 0. (11) 


结论 (10) 不 能 成 立 ,因为 它 与 定理 的 条 件 (7) 相 了 矛盾 。 从 而 
HA, 或 者 假设 (8) 不 正确 从 而 定理 得 证 , 或 者 结论 (11) 成 
立 。 现 在 讨论 第 二 种 可 能 性 。 从 关系 式 (8), (9) 及 条 件 (3) 
推 得 , 当 D(x) > 0 时 ,结论 (11) 不 可 能 成 立 , 因 而 或 者 假设 
(8) 不 正确 从 而 定理 得 证 , 或 者 D(z) 一 0. 设 DGz) = 0, 
于 是 由 关系 式 (8), (9) 得 到 

IE) =), eW). (12) 
因为 根据 条 件 当 x€ 2 时 ，?(x) Æ const, 那 末 存在 这 样 的 
节点 z€ D', 使 y(#) < (z). 由 于 9' 的 连通 性 , 可 以 找到 
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满足 条 件 (6) 的 节点 序列 zz tor (xi€ 0').。 根据 (12) 
有 e) = y(z2). 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 


yr) = aa) = -: = y(x,,) — y(z), 
因为 若 这 个 等 式 串 只 能 延续 到 某 个 me, 1 < me < m, 那 末 可 
以 取 Tmotl 作为 z, 


我 们 计算 syCz,). 
SIC am) = Dlan) am) 十 DD) B(z,,Ë)(y(z=,) — IE) 


Ee MCE pn) 
> B(xz,,,x)(y(z,,) 一 y(z)) 
= B(xm,3)(y(x) 一 yG) > 0. 
这 个 结论 与 定理 条 件 (7) 相 矛盾 ,因而 假设 (8) 不 正确 。 定 理 
的 第 一 个 结论 得 证 . 
2. 若 Sy(x) 宇 0， 那 末 只 要 将 y(x) Hk (ye), X 
此 有 5S( 一 y(x)) < 0 再 利用 上 面 的 论证 即 可 。 定 理 1 证 完 . 
3. 最 大 值 原理 的 推论 
Hl EEE Sy(x) S 0 (Sy(x) 20) 且 至 少 存 
在 网 格 9 的 一 个 节点 x。 使 得 
D(x) >0, éQ, (13) 
那 末 在 2 上 ye) <0 OQ) > 0). 
证 明 . 设 Sy(*) <0, FH x€ Q BF, y(x) = const, BB 
末 计 算 Sy(x) 在 节点 x = x 的 值 ,得 到 
SYC) 一 Dxo)y(xo) + D, B(zo£)OCa)— y(ë)) 


te HUGO) 


= D(xo)y(xo) < 0. 
从 而 根据 (13) 推 得 y(x) = y(xo) 和 0. EH x € 9 8 y) = 
const， 那 末 由 最 大 值 原理 〈 当 9 一 2) 知 yG) < 0. 第 二 
个 结论 可 以 类 似 地 证 明 . 
注 2. 若 网 格 2 包 含 边界 节点 7， 那 末 对 于 rer 条 件 
〈13) 自 动 满足 。 
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推论 2. 设 算 子 S 在 2 上 满足 条 件 (3)，(13)， 那 末 问 题 
(1), (2) 有 唯一 解 。 

在 所 作 的 假设 下 要 证 明 问 题 (1),(2) 解 的 存在 与 唯一 性 ， 
只 要 证 明 齐 次 问题 Sy(x) 一 0 在 2 上 (在 第 一 边 值 问题 情况 
下 ,在 上 SyGa) = 0, # z E ye) = 0) 只 有 平凡 解 就 够 
T. 应 用 推论 1 知 ,在 9 上 或 者 y(x) < 0, 或 者 yG) > 0, 
RAFA Sy(x) = 0 在 两 种 情形 下 都 是 允许 的 。 这 两 个 条 
件 仅 当 y(x) = 0 (ELE) 才能 相 容 . 

4. 比 较 定理 与 先 验 估计 .应 用 最 大 值 原 理 的 推论 1 可 以 
证 明 下 面 重要 的 定理 成 立 . 

定理 2 (比较 定理 )， 设 y(x) 是 问题 (1) 一 (3)，(13) 的 
解 , 而 y(<) 是 同一 问题 但 右边 为 F(x) 的 解 。 那 末 从 条 件 
|F| < F) (在 0 上 ) 推 知 . 

ly(x)1 志 8x) 在 9 上 . 

证 明 . 由 推论 1 在 2 上 函数 7Y(x) 220. 将 方程 5y 二 

5 Sy = F 相 加 和 相 减 得 到 
SG + y) = F(x) + F(x) > 0, 
SG — y) = F(x) — F(x) > 0. 

应 用 推论 1 81 y(z) + y(x) > 0 和 yz) 一 y(x) > 0, Fj) fE 
Q E 一 7(x) < y(z) < y(z) 或 |y(x)| < x(z). 这 就 是 所 
要 证 明 的 . 

注 3. 对 于 第 一 边 值 问题 4), 比较 定理 意味 着 , 从 条 件 
IF] < FG) Eok, |gG)] 过 g(x) 在 Y 上 
推 得 在 2 上 |yG2] < yG), 其 中 (x) 是 问题 : 在 上 

5 一 无 ,在 7 上 了 一 8 的 解 . 

这 样 ,问题 (1), (2) 的 解 可 用 强 函 数 y(x) 来 估计 , 这 里 
的 Xx) 满足 方程 Sy= F 且 右 端 F) > |FG)1， 例 如 ， 
F(x) = |F(x)| 或 F(x) = Fæ) 等 等 ， 在 下 一 节 我 们 
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将 找 出 狄 利克 雷 差分 问题 的 强 函数 ye). 
利用 比较 定理 可 以 立即 得 到 齐 次 方程 第 一 边 值 问题 (4)， 
(5) 的 解 的 估计 . 
推论 3， 对 于 问题 
Sy 一 0 Eok, yy 一 g(x) Erk 
的 解 有 下 列 先 验 估 计 式 
max| yC) | < max|g(2) | a4) 


证 明 . 设 到 x) 是 问题 在 上 S7 一 0,， 在 Y 上 了 一 总 一 
lel 的 解 。 根 据 比 较 定理 有 |y(x)| <yG). 若 在 7 上 
Cx) = const， 而 在 Q 上 y = const, HBR maxy(x) = maxğ, 
从 而 不 等 式 (14) 成 立 。 若 在 Q 上 y(<) Æ const， 那 末 由 最 大 
值 原理 ( 当 0' = o) 推 知 在 上 函数 7(x) >> 0 不 能 达到 最 
大 值 ， 因 此 y) < max|g|， 从 而 得 出 不 等 式 (14). 

定理 3， 若 在 9 上 D(x) > 0， 那 末 问 题 (1) 一 (3) 的 解 
I) 有 下 列 先 验 估计 式 


max|y(2)| < max 5e, (15) 
证 明 . Vk yG) 是 问题 在 2 上 57 一 |F) | 的 解 ,从 而 
1y(x) | 过 17(x)1。 函数 7(x) > 0 在 某 一 节点 过 达到 最 大 
值 : 7(#) = mae) > 0。 在 这 个 节点 上 方程 (1) 可 写成 
DEWE) + J BEHGE) — y(š)) = | FE). 
€e m3) 


因为 IE) >E), # D(z)y(x) < IFE), 


SG IEI < max EOI 
7E) < D < ax DC ` 


由 此 并 由 条 件 |y(z) | < yG) 推 得 定理 的 结论 . 
定理 4， 设 网 格 2 分 为 两 个 不 交 的 非 空子 集 2 和 o”, 
并 且 O 是 连通 网 格 。 若 在 9 上 FG) 一 0， 而 在 9” 上 


. 142e 


F) # 0, DG) > 0， 那 未 问题 (1) 一 (3) 的 解 有 估计 式 


max iy(x) l| < na EOL, a6) 


证 明 ， 我 们 引进 强 函数 y), 它 是 同一 方程 (1) 但 右边 
为 F(x) = |FGz2)| 20 (8 一 0 £2 E, = Fe) 在 
O" 上) 的 解 .因为 9" p RE E D(x) > 0， 那 末 由 
推论 2 得 知 函数 y(x) 与 3(x) 存在 且 唯 一 。 又 由 推论 1 得 知 
EO EYE) > 0, 再 由 比较 定理 推 得 在 2 上 有 yG) <y(a). 

我 们 估计 IE). 从 yG) 的 方程 知 ,或 者 在 G 上 y(z) = 
cont > 0 或 者 (由 最 大 值 原理 ) 在 0' 上 y(x) 不 能 达到 最 大 
值 ， 在 第 二 种 情形 有 

maxy(%) < maxy(z). (17) 

因为 9' 与 9” EPERRA, 且 0 与 8' 是 连通 网 格 , 故 2' 几 
9” $5， 由 此 推出 ,在 第 一 种 情形 不 等 式 (17) 也 成 立 。 

现在 估计 《17) 式 的 右 端 。 设 在 节点 xo€ 9” 上 达到 
maxy(x)。 于 是 在 这 一 点 有 

FGa) ~ DO) Hao) H D BCs) FC) — IE) 
之 DCro)7(xzo)， 
因为 yG) >E). 由 此 得 出 
maxy(x) 一 Flo) < 到 (xzo)/D(zo)， 


max|y(z) | < max(| F(x) |/DG)), 
这 正 是 所 要 证 明 的 。 


8 4. 泊 检 方程 狄 利克 雷 差分 问题 
的 先 验 估计 与 收敛 速度 估计 
在 这 一 节 我 们 利用 最 大 值 原理 得 出 在 $ 2 所 讨论 过 的 差 
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分 格式 解 的 先 验 估计 及 这 些 格 式 的 收敛 速度 的 估计 。 
1. 第 一 边 值 问题 的 先 验 估计 .我 们 考察 一 般 形 式 的 第 一 
边 值 问题 : 
Sy(x) = F(x) 34 zxz€o, 1 


1 
ya) =g) Hrer. o 


5 
由 


SIC) = Aley) 一 > B(z,z)y(#), (2) 
te HP(x) 


AG)>20, B(z,£)> 0, 
DG) =AG)— $, B(x,8)>0. G) 


E(x) 
定理 1. 设 w 一 9U6， 这 里 & 是 连通 网 格 ， 且 在 上 
D(x) > 0, Eö E D(x) > 0. BRAR O) C) 的 解 存在 
一 ,对 于 这 个 解 有 下 列 估计 式 : 


max|y(2)| < max|g(*) | 十 max|D(z)| + max ,(4) 
这 里 的 U(x) 是 强 函 数 , 它 是 下 列 问题 的 解 : 

SU(x) = F(x), x€Ew, U(x) 三 0，rey， } (5) 
FG) > |F] 4 red K FG)2 0 4 z€ ó. è 


证 明 . 1° 由 最 大 值 原理 推 得 齐 次 问题 当 z € o 时 Sy 一 
0, 4 rer 时 yG) 一 0 只 有 平凡 解 〈 见 推论 2)， 因 此 问 
Ea) Q) 有 唯一 解 . 

2° 我 们 将 问题 (1) 的 解 表示 成 三 项 之 和 


yG) = yG) + yG) + y(2O), 
其 中 yGO,; 一 1,2,3 由 下 列 条 件 确定 : 


£ t 
Sy= 0, zE w; y(x) = g(x), z€ 7, 


2 2 2 
Sy = F(x), rE; Sy 一 0，rE6 和 7 一 0 4 +€ y, 
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3 S s 
Sy= 0, z€ à; Sy = F(x), z€ @ fly= 0 rer. 
由 $3 的 推论 3 有 


max|y(#)| < maxlg(x) 1. (6) 


我 们 利用 由 条 件 (5) 确定 的 强 函数 U (z) 来 估计 yx)， 由 $3 
定理 2 有 


DOIL [UG] KI maz|yGe) | < max| UG) |. (2) 
因为 & 是 连通 区 域 且 当 <€ ó 时 D(x) > 0， 所 以 可 以 应 用 
S 3 的 定理 4 来 估计 yGO, 

max} y) | < max| FO) /DD) |. (8) 


3° 注意 到 不 等 式 |y(2)| < 1 (| + |yG) | + Gl 
并 利用 估计 式 (6), (7), (8) 就 得 到 不 等 式 (4). 

从 (4) 看 出 ,构造 强 函数 是 一 个 独立 的 问题 ,我 们 将 在 第 
3 段 讨论 构造 泊 松 方程 的 强 函数 ， 

2. 将 泊 松 方程 的 狄 利克 雷 差分 问题 写成 标准 形式 .为 了 
应 用 前 面 的 定理 ,需要 将 狄 利克 雷 问 题 的 差分 方程 写成 (1) 的 
ER. 

在 $ 2 中 对 一 般 形状 区 域 的 狄 利克 雷 差分 问题 的 提 法 是 

AY = yan H Yar, = —f(x) H red, 


A*y = Aty + Ay = —f(x) 当 z€ ó, (9) 
y = g(x) 当 xer, 
其 中 Aty 由 $2 的 公式 (20) 确定 : 
CO -22r oer 
Ay =i I 
H ya 一 _ 7 一 x la) ee, dy 
ha > i 


Jeri 22 Jé x € B Ho 或 x 的 距离 。 
此 外 ， 还 考察 了 别 的 格式 : 


AY = yrs F Ya, = —ÍG), xeo， 
A*y = Aty + Ały = — (e), xeð, (10) 
y(x) = gG); r€, 


Azy = RA 一 Js) = ys BË = 0.5(A, + 2). 


在 正规 节点 ze 名 上 方程 Ay = 一 f 写成 这 样 (图 12): 
2 (G + $) 7(x) = 5 GW + yC) 
+ LO HID) + JG), 


r€. (11) 
在 非 正规 节点 z€ 名 上 对 于 格式 (9) 我 们 有 (图 13): # 
= er 和 zt € Y, 则 
h tht hath 
(Sartan a pe 


J: (H) (—1) 
一 一 十 二 yD 十 
rn y u y fG) 


Cp + Ci), 12 
a (12) 


g 
az 
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# xcoe7y， 而 xfgY。， 那 末代 蔡 《〈12)， 我 们 得 到 
(图 14a) 
( hb + 
hht 


Š GH + y) 
; 1 


2) 1 
+ r CH) 十 
1) yG) 一 再? 


¿L Sto 
+ JG) + parE 
由 此 AG) > 0, BCe, ë) > 0, MA Er, tE y 时 


1 1 ° w 1 
DG) =-Ł + Cuer, g rD) =L. 
O =at yas z 和 xQ 


对 于 其 他 情形 , 即 当 <zC308 y, t er (图 146) 等 等 ， 
可 以 得 到 D(x) 的 类 似 表达 式 , 对 格式 (10) 的 讨论 也 是 一 样 
的 .不 难看 出 ,在 所 有 的 情形 下 , 对 DG) 成 立 以 下 估计 式 : 
D(x) > 1/ 如 ,其 中 和 二 max(A,, h), "á r € ó BF. (13) 
E xeo BRETA E eM) 都 是 内 节点 , 那 末 DE) = 0. 
# z€ o 是 正规 内 节点 , 但 至 少 它 的 一 个 邻 点 落 在 边界 上 , 即 
zt) EY, Ramer, PRD) > 0。 这样 一 来 有 
D(x) >0 %3 z€0. (14) 


图 14 

3. 问题 的 误差 估计 ， 强 函数 . 设 》 — yG) 是 问题 (9) 
或 (10) 的 解 ,而 u= ul) 是 $2 原 问题 (1) 的 解 , 解 的 误差 
WA z(x) =y— u. 将 ?一 z 十 zx 代入 《9)， 得 到 关于 z 
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的 下 述 条 件 : 
Az 一 — plx), réð, A*;= —4* (x), z€ Č, 


z=0, xer. (15) 
这 个 问题 可 以 写成 
Sz = p, 4 r€, Sz = ġ*, 4 r€ Ó, 
z=0, 4 r€ Y. (15') 


现在 我 们 构造 下 述 问题 的 强 函数 U): 
ry 当 reĝ, sz 一 0， 当 réð, 
} Go 
z=0, 34 z€ r. 
ERRA (0, 0) 位 于 区 域 G 内 部 , 而 R 是 以 原点 为 中 心包 
含 区域 G 的 最 小 圆 半 径 ， 令 


UG) =É R-i. a7) 


这 里 的 是 正常 数 ,我 们 以 后 才 来 选 定 它 . 若 r= (xu z) € 
G, PR U(x) > 0. 因为 
(z, + he) — z = 2(x, + 0.52). 
故 (Den = 2, Gaz, 一 0， 因 而 (A, + A) + z) = 
4, PH red 时 AU = —K. 
在 非 正规 节点 red, HATRA (9) 有 
A*U = -k (b hl, ha + h?) — 
4, 4h / 
x rt € y, 


或 eto, ZC EY 等 等 若 只 有 er, WK 
À, + ht 1 
AU =K (at + 1), 


KK, K> 1 
2 


4h, 2 
* 
patiten. 
4h, 2 4 


这 样 , 当 z€ ë 时 A*U = —rK, x > 1/2. 将 方程 
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SU = K, x€à; SU = kK, > 1/2, z€ ó$; 
UG)> 0, x€, 
与 方程 (16) 比较 就 看 出 ,着 令 ,例如 K= mxl), Ml 
UG) > 2)1. 
这 样 ， 我 们 有 
0 < UG) < 及 天 一 下 maxl4(e1， 


注意 到 当 red 时 D(x) > 0, 34 <€ Ó BF DC > 二 ,再 
应 用 定理 1, 我 们 得 到 问题 (15) 解 的 估计 式 
max |z(z) | = max|y(z) k: ulx) | 
友人 maxld(C9| + Pupx|ó*() 1. (19) 
从 而 推 得 下 面 的 定理 . 

定理 2， 若 $ 2 中 问题 (1)，(2) 的 解 uC) e cE), I 

未 差分 问题 (9) 5 (10) 的 解 一 致 收敛 ,速度 为 olla): 
max|y(z) — u(x)| < M |h]?, 
这 里 M = coast > 0 不 依赖 于 hs hz h|? = h + M. 

4. 高 精度 格式 。 我 们 考察 $ 2 具有 误差 Odal) 的 格式 
(8),(9)， 它 定义 在 九 点 “ 箱 形 ”模式 上 (图 15 所 示 ), 且 取 下 
述 形式 

Ay= (M + Ay + EB Ahy = pla), rew, 
y =g) 3 rer, 
pa) = f + OAJ + RA) (19) 


Hp o EE {0< x <la a= 1,2} 上 的 网 格 ， Aay 一 
yzuxu，a 一 1,2《 在 这 种 情形 下 全 部 内 节点 均 是 正规 的 ). 
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将 方程 Ay = 一 p(x) 写成 标准 形式 Sy = pl), Hih 
Sy 一 Ay. $ Ay M Ay 的 表达 式 代 人 我们 得 到 ( 见 图 
15)5 


图 15 
+ 5)COQ) + (0) 
+; toO +G) 
+ yG) + yC8)). 
与 (1) 相 比 较 看 出 
4) = > 方士 划 > o: 
pse p—- (1-5 >0, =1,3; 
s p= C E E=2,4; 
Bw 一 二 (让 + 加 >0 E = 5,6,7,8; 
Z= << 5. (20) 


D% h = V 5 和 当 hb =V 5 h RRRS? 个 节点 。 
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ain 


在 条 件 (20) 下 ， 我 们 对 格式 (19) 应 用 最 大 值 原理 : 显 
然 ; 当 z€ o 时 D(x) = 0, 4 z€ y h DG) = AG2) = 1. 
强 函数 U(x) 显然 可 以 选 为 

UG) =Š ü+- i b, 0< x <loa = 1,2. 


因为 44U 一 0， 所 以 AU = AU = 一 K， 因 此 可 以 令 
K = max|$(z) |, 


因为 区 域 G 是 矩形 而 网 格 ORF x, Kn 是 均匀 的 ， 所 以 全 
部 内 节点 均 是 正规 的 。 对 于 U(x) 下 面 的 估计 式 成 立 


0<U( < R B s: u: malg). 


这 样 我 们 证 明了 ,格式 (19) 的 误差 z(a) = yC) — u(x) 

满足 估计 式 

max|y(*) 一 u(x)|< max| gle) |: (21) 
若 原 问题 的 解 uC) € COG), BRER CO 下 格式 (19) 
一 致 收敛, 速度 为 oddal) (有 4 阶 精度 )。 

在 正方 形 网 格 = h, = h LR QO) 自动 满足 ， 因 
此 对 $ 1 的 格式 (8),(9) 可 以 应 用 估计 式 (21)， 这 个 格式 与 
《19) 的 差别 仅 在 于 p(x) 的 表达 式 不 同 。 从 〈21) 推 知 , 若 
ula) € CQ@(G)， 则 这 个 格式 一 致 收敛 且 速 度 为 O) (有 6 
阶 精度 ). 

5. 在 极 坐 标 和 柱 上 坐标 下 方程 的 格式 . 现在 我 们 回来 讨论 
$ 2 的 问题 (13). 

Ay 十 Apy=—f(r,p), (r,@)€ o, 
Crap) = Crp + 2r), (r,p)€ o, 
y= g(p), (r,p)€E7, (22) 


B+ 
4 


1 
Ay = py) e= r — 0.54, Agy 一 Lye 
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《边界 7 由 节点 (R, pn) AR). 
格式 (22) 逼近 半径 为 R 的 贺 0 < + < R 上 泊 松 方程 的 
狄 利克 雷 问题 : 


È, 
Angu = E2 (, e) + E 2u — Rro), 


r Dr ôr rôp 
0 <r < R, 0<p<2r, (23) 
| =0, =g) 5 == n, 
Or :一 


ur,p)= ur,p +2r) (0 < < R,0 < p< 2x). 

我 们 将 方程 (22) 写成 (1) 的 形式 ,显然 ，x 一 (rw9gw)， 
模型 Ca) 一 {rois pm) (raspa) rn pm-1) rns Pmti)» 
《ragpm)} 34 r= 054, 5 r= R Bh, UE) = {(ri,pm)， 
(rospm-s) Cros Pmti) (ros pm)} 当 r= 0.54, BJ. 

MA, K A, 的 形式 得 出 对 于 问题 (22) 条 件 (27 满 足 , 并 且 
在 所 有 内 节点 z 一 (rom),m < N(r, < R) 上 D(x) = 0, 
疯 格 仅 由 正规 内 节点 组 成 。 若 ne C4%(G)， 那 末 在 每 个 节点 
Ñ+, 对 于 格式 (22) 的 逼近 误差 成 立 $ 1 得 到 的 估计 式 : 


b= Au + A + Krp) = o (EE s). (24) 


为 了 估计 当 y|, = 0 时 问题 (22) 的 解 ,我 们 构造 强 函数 
U(r,p) 一 天 (有 一 >)， 天 一 const > 0. 
EAF 4 一 +A, WAFU. 注意 到 U 不 依赖 于 Pp 和 
AU 一 0 以 及 
ipU), = —— ç, + 0.54,) — Cr — 0.58.) 
r rh, 


K 


r s 
r 


我 们 得 到 当 +— (rp)ew 时 AU — —K, U(R,p) = 0, 


r 
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我 们 要 求 对 所 有 x 一 〈r:9)e o REA K > rfp) W 
足 ， 这 只 需 令 天 一 maxjrf(r,p)| 就 可 以 了 ,由 此 并 由 定理 
1 推出 

定理 3. 问题 (22) 的 解 存 在 且 唯 一 , 对 于 它 有 估计 式 

max|y(*) | < maxlg(9)1 十 Rmax| rf(r ,9)|. (25) 

若 微 分 方程 的 解 x《r, p) 有 关于 x 和 的 四 阶 有 界 导数 ， 
那 末 格式 (22) 一 致 收敛 ,收敛 阶 为 2( 有 2 阶 精 度 ). 

证 明 。1) 定理 1 的 条 件 满足 。 因 此 可 以 应 用 估计 式 
(4), 并 将 


max|U | < KR = Rmax|rf(r,9)| 


RAAH. 
2) 对 误差 z= y— u 我 们 得 到 
Á,z + Mrz 一 一 由 (r,p) Ew; z=0, 4 r=R (26) 
及 齐 次 边界 条 件 . 由 先 验 估 计 (25) 有 
max|z(r,p)| < Rmax| rg(r,p)|. (27) 
把 估计 式 (24) 或 Irol = O 十 大) 代 和 人 上 式 得 到 
max|z| < MCh? + À), 
其 中 M = const > 0 不 依赖 于 h, 和 加 .定理 证 完 。 
设 在 圆柱 ( 见 $1 和 $2) 
G = {rrr) r+ R, 0 < x, = z < I) 
中 要 求 泊 松 方程 的 解 ， 在 柱 面 上 取 给 定 的 值 。 在 柱 坐 标 中 上 
述 问题 的 提 法 是 : 在 G 中 求 方程 


1 ð ( Ou ) 1 Ou On 
Angat 一 一 一 中 
rE ðr V Br s. rôp Ox 
= —f(r,p,z) (28) 


的 有 界 解 ,并 且 满 足 关 于 9 的 周期 性 条 件 和 边界 条 件 urp, 
z) = g(r,gp,z) 4 r= R, 0 < z <1, 0 < p < 2= 和 当 
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z=0,1,0< r< R, 0<p<2r. 在 柱 体 中 引进 已 在 $1 
叙述 过 的 网 格 
@ = ð, X oç X 5z = ((r,p,z)|r € G, p E Wesz E Dz}o 
©, = (r, = (n + 0.5)h yn = 0,1,: N, 
h, = R/(N + 0.5)}, 
Dp = {Pm = mh,,m =0,1,..……,MC— 1,h, = 2x/M}, 
©; = (z = khs,k =0,1,..*,7,hs = 1/1}. 
边界 7 由 节点 (R. p,,zO, (r.og,,0) 和 《rs,pms1) 组 成 ， 
内 节点 的 集合 o=o. 所 有 的 节点 均 是 正规 的 ， 即 ô= 
o., 在 网 格 5 = 8 上 问题 (28) 的 差分 格式 为 
Ay= Ay + Apy + A,y = —f(r,p,2), 
x= (r,p,z3)€ o, (29) 
y= g(r psz), z€ 7, 
其 中 Ay = y; A, + A, 是 问题 (22) 的 算 子 ， 把 (29) 5 
成 标准 形式 (1) 就 知道 ,条 件 (2) 满足 , 且 6 = 8 i r€ o 
时 DC) = 0. 为 了 应 用 定理 1, 只 要 构造 强 函 数 忆 一 U(r, 
psz). 
不 难看 出 ,函数 U = KR 一 +) 也 可 以 作为 具有 齐 次 边 
界 条 件 的 问题 (29) 的 强 函数 .因此 定理 3 对 于 柱 体 中 的 狄 
利克 雷 差 分 问题 (29) 仍然 有 效 ， 此 时 ,逼近 误差 
1 2 2 2 
$= oL Q: +) + z), 
而 对 误差 > 一》 一“ 有 估计 式 
max|y — “| < M(: + bš +h), 
其 中 M = const > 0 与 网 格 步 长 无 关 . 这 样 格式 (29) 具有 
2 阶 精度 . 


6 球面 坐标 下 泊 松 方程 的 狄 利 克 雷 差分 问题 . 设 在 球 
G= {Cer lri + z3 + 3 < R) 
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中 要 求 泊 松 方程 的 解 ， 在 球面 上 取 给 定 的 值 。 在 球面 坐标 中 
问题 的 提 法 是 : 在 G 中 求 方程 

1 8 (= a ) 二 1 Fu 

r ôr \ ôr rsin’0 3p? 


Anga 


= —f(r,p,0) 
当 0<r<R, 0 < g <2z, 0 < 0< x (30) 
的 连续 解 ， 并 满足 边界 条 件 


u(r,p,0) = g(@,0) `í r= R, (30) 
有 界 性 条 件 
na =0 4 r=0; singi =0 4 0 =0,x, (30") 
以 及 关于 wp 的 周期 性 条 件 


u(r,p,0) = u(r,p + 2z,0), 0 < p< 2x=. (30") 
这 个 问题 的 差分 格式 已 在 S$ 1, 2 里 得 到 .引进 网 格 
w= 0,X wp X w = {(r,9,0)|r E Drp E wp,0€ wo}, 
这 里 的 we 用 与 上 段 一 样 的 方法 确定 ,而 
@, = {rn = (n + 1)h,,n=0,1,.°,N— 1,h, = RIN}, 
o = {0; = (i + 0.5)hosi =0,1,..,7 — 1,ho = x/1}. 
网 格 的 边界 Y 由 节点 (R,pm,9;) 组 成 
Y = ((R,ç,,,0,)|(@,,,0;) € wo X wo}. 
内 节点 的 集合 为 
w = ö\Y = [(r,p,0)|r < R,(p,0) € Og X wo}. 
在 网 格 o= Q 上 问题 (30) 的 差分 格式 可 写成 
Ay = À,y + Ag + Aoy = —f(r,P,0), 
x=(r,p,0)€w, G1) 
y= g(p,0) 3: r = R, 
yr,p,0) = y(r,ə + 27,0), 
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其 中 À = À, + Ap t ho 由 $1 的 公式 (39) 一 (41) 确定 。 


新 写 出 如 下 : 
Ay = L (e) P= (r — h), r = G + D), 
n=0,1,-..,N—1, 


Ay = 


1 
A = — 1 _ 
kd r?sin20 Ly 72sing 


(sin5)5)ey 


ð; = 0, — r = ihe, 


pi 


AEH n= 0 kf p = 0, i= 080 =0, 当 i 一 1 时， 


8, = 2x. 


将 格式 (31) 写 成 标准 形式 (1) (Q = 6) 可 以 看 出 ,对 于 
此 格式 条 件 (2) 满 足 , 且 对 所 有 < 一 (r,p,9)Ew 有 D(x) = 
0. 我 们 作 具 有 齐 次 边界 条 件 (y = 0 当 r = R) 的 问题 (31) 


的 强 函 数 š 
U(r,9,0) = K(R — r sin0), 
其 中 K = const > 0. 
计算 (À, + A, + Aə)U = AU + AU. 
注意 到 
1 1 1, 

Ar = F. (er), = r, (pt — o) 
SCO HDA) 
= 

P 
Csin8(sing)ajov = $ C sin Bisa sin Oi 一 img) 
ê 
一 sinb 0.s( sin0; 一 sin ,_,)) 
一 zr? (sin20;40s 一 sin20,_,s) 
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(32) 


= 2 sin Ž8 sin hocos20;, 
及 ”2 
我 们 得 到 
ĀU = —F, x€ w; U = KR(1— sinb) >0,+r€7, (33) 
其 中 


3 K 


2sin20 + xcos20) > 0, 
sine 。sin0.5jo 
he 0.5he ` 
因为 当 0 <a < Z 时 函数 pla) = sina/a 单调 下 降 , 所 以 
对 任意 各 去 三 ， 成 立 ^ 的 双 侧 估计 式 4V 2 /2 < z < 1. 
若 F(x) > |f(x)|， 那 末 由 $3 的 比较 定理 知 函 数 上 是 具有 章 
次 条 件 (y 一 0 当 x 一 (r,p，0)e y) 的 问题 (31) 的 强 函 
ËR. 而 不 等 式 F(x) |f(x)| 当 rsingF(x) = K(2sin?0 十 
k(1 一 2sin20)) > KK > r sin0|f(z) | 时 是 成 立 的 。 
为 此 只 要 令 
kK = max| r sin0f(r ,p,0)| 
从 而 得 到 对 天 的 条 件 
K 一 二 max|r sinOf(r,p,0)| 


= š 
< ITEN rsin0/(r,p,0)|. 
对 U(x) 成 立 估计 式 
U(x) = U(r,9,0) < KR < 2Rmax|r sin óf(r,p,0)|. 
对 问题 (31) 应 用 定理 1, 我 们 得 知 : 
1) 问题 (31) 有 唯一 解 ;对 于 这 个 解 有 先 验 估计 式 
max|y(r,P,0)| < max lg,0)| 
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+ 2Rmax|r sinOQf(r,p,0)|, G4) 


2) 若 问题 (30) 的 解 作为 笛 卡 儿 坐 标 变量 r x2 x 的 函 
KE G 中 有 四 阶 有 界 导数 , WER G1) 有 二 阶 精 度 ， 
max|y(r,p30) — e(r,p,0)| < MC? + 4 + hà) 
其 中 M = const > 0 不 依赖 于 h hes ho. 
第 一 个 结论 由 定理 1 立即 推 得 ， 为 了 估计 精度 我 们 考察 
误差 问题 
4z 一 人 4z 十 4oz 十 Moz 一 一 %(rygs9)， 
zr=(r,p,0)€o, z=0 当 rey。 
逼近 误差 已 在 $1 里 讨论 过 了 ; 对 于 它 有 估计 式 
2 2 2 
drp) 一 0 (Ë +É + B). (35) 
利用 估计 式 G4), 我 们 得 到 
max|y 一 u| < 2Rmax|r sin0 * $lr,p,0)|, (36) 
因而 
max|y(r,9,0) — a(r,p,0)| = OCh? + š + M). 
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第 四 章 ”数学 物理 基本 边 值 
问题 的 差分 格式 


本 章 建 立 数学 物理 基本 方程 最 有 代表 性 的 边 值 问题 的 网 
格 有 逼近， 讨论 二 阶 方程 \ 拉 梅 方程 组 \, 双 调和 方程 边 值 问题 的 
提 法 。 


$ 1， 二 阶 方 程 的 边 值 问题 


本 节 我 们 将 给 出 二 阶 微分 方程 基本 边 值 问题 的 提 法 并 指 
出 某 些 类 型 的 连接 条 件 . 

1. 二 阶 方程 ， 正 如 已 经 多 次 指出 的 , 最 简单 的 二 阶 椭圆 
型 方程 是 拉 普 拉 斯 方程 Au = 0, 在 二 维 情况 形 如 


一 0. (1) 


在 第 一 章 $ 1 中 曾经 指出 , 拉 普 拉 斯 方程 用 来 描述 不 含 内 部 热 
源 的 各 向 同性 介质 中 的 定常 温度 分 布 规律 ， 稳 定 扩散 现象 以 
及 许多 其 它 物理 过 程 . 

如 果 介质 含有 内 热源 , 则 所 述 过 程 可 用 泊 松 方程 描述 : 

Au = — f(x), x= (zi, za zs), 

这 里 函数 fx) 是 热源 分 布 密度 . 

如 果 热 源 分 布 密度 不 依赖 于 变量 x;,， 则 正如 第 一 章 $ 1 
指出 的 ,在 某 些 情况 下 ,未 知 解 也 不 依赖 于 x, 这 时 泊 松 方程 
可 以 表示 成 


Au 


= 全 + % — IG), z= G z). (2) 
今后 我 们 总 是 假设 未 知 解 只 依赖 于 两 个 变量 +, 和 r 而 
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与 n ERPI u= w(x, z). 这 意味 着 ,所 述 过 程 是 在 一 个 
柱 面 围 成 的 物体 内 进行 的 ,这 个 柱 面 的 母线 平行 于 om 轴 ， 这 
时 我 们 可 以 认为 ， 问 题 是 在 r= cost 的 平面 与 上 述 柱 体 相 
截 而 成 的 区 域 中 进行 讨论 的 . 

为 了 描述 在 非 均 匀 介 质 中 进行 的 过 程 ,需要 与 (2) 不 同 的 
方程 .例如 ,在 热传导 系数 随 点 而 变 , 即 =. kG) 的 介质 
中 的 温度 分 布 可 用 方程 


u= koz) Zlo )= i, 


z = (x 2) G) 
描述 。 如果 在 这 一 过 程 中 热传导 与 方向 有 关 ， 即 介质 各 向 异 
性 , 则 适当 选择 自 变量 时 ,方程 成 为 


Dem F (ko 2) + = (ro 2) =— fl), (4) 


XE KOER ox, 轴 的 热传导 系数 ,而 KO) 是 沿 oz; 轴 的 
热传导 系数 ， 

热源 密度 可 以 是 点 * 的 已 知 函 数 ， 还 可 以 依赖 于 未 知 解 
zx(x)， 如 果 热源 密度 线 竹 依赖 于 温度 , 则 (4) 的 右 端 应 当 附加 
ER 4(*)x。 如 果 热 源 密度 还 依赖 于 热流 量 , 则 (4) 的 右 端 取 
如 下 形式 : 


(8h G) BE + ab G) S 


— gu + (9). 
把 此 表达 式 代入 (4) ,得 出 以 下 方程 : 


8 Ou 8 Br 
AGO Pe) + a= (LG 2) 
+ nG) Š“ + nla) au ou + G) = 0, (5) 
Əx, 8x, 
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这 里 r = bki r; 一 bh. 

方程 (1) 一 (4) 可 以 看 成 方程 (5) 的 特殊 情形 . 

有 时 为 求解 方便 ,需要 作 自 变量 代 换 ,使 得 求解 的 新 变量 
区 域 尽 可 能 简单 .这 个 代 换 可 能 使 方程 (5) 出 现 混合 导数 .对 
新 变量 (我 们 仍 用 原 记 号 表示 它们 ) 方 程 (5) 变 成 以 下 形式 : 


aa (OG) + an Oa) aa CORE) 


8 ( Ou ` Du 
a. wy < 
Ox; kaa) nG) Ox 


+ rz) š — gu + JG) = 0. (6) 


RAD ECER WRR ks(*) 应 当 构 成 确定 
符号 的 二 次 型 , 即 
[RuD Et + kale) + kal) JEg + kal) Z 0, 
当 寻 十 总 天 0. 


使 它 成 立 的 条 件 是 
4kulx) kaa) > (kale) 十 kal) Y. (7) 


关系 式 (6) 是 平面 上 最 一 般 的 二 阶 线性 椭 贺 型 方程. 

2. 二 阶 方程 的 连接 条 件 。 我 们 考察 在 两 个 相 接 触 的 各 
向 同性 物体 中 的 定常 热 分 布 问题 .描述 每 一 个 物体 内 部 温度 
分 布 的 方程 具有 (3) 的 形状 。 设 k.GO) 和 (x) 是 第 一 个 物体 
的 热传导 系数 和 温度 ,而 (x) 和 w(x) 是 第 二 个 物体 的 热 传 
导 系 数 和 温度 . 设 第 一 个 物体 与 第 二 个 物体 洛 着 柱 面 S RE 
接触 ，S 的 准 线 C HHE pCa z) = 0 给 出 , 在 这 条 曲线 上 
热传导 系数 的 值 Cx) 和 (x) 不 相等 ， 假 定 物 体 问 的 接触 是 
理想 的 ， 即 两 个 物体 在 接触 面 上 温度 和 热流 是 相同 的 .这 意 
RE ,在 曲线 p z.) 一 0 上 应 当 满足 条 件 
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we) -wz = 0, põ) z EO =0, 26C, 
n n 


这 里 ”是 C 的 法 线 , 这 些 条 件 称 为 连接 条 件 . 
如 果 接 触 面 是 由 方程 x, 一 名 给 定 的 平面 , 则 连接 条 件 具 
有 如 下 形状 : 


(Š x) 一 uiis a) = 0, 
k2 G, z) — k 8 Ga, x) = 0. (8) 
Dr Əx, 


今后 ,两 个 物体 中 的 温度 值 将 用 一 个 字母 * 表示 ,热传导 系数 

用 一 个 字母 表示. 于是， 两 个 物体 合 起 来 可 以 看 成 是 一 个 

物体 ,但 有 间断 的 热传导 系数 . 连接 条 件 (8) 适 宜 于 改写 成 
ul, +0, x) — u(i — 0, z,) = Lule: = 0, 


Ou ，， Əx-y; Z A: 
a G, + 0, x) 一 kaz Č 0; x) (9) 
Ou 
haz]: 0 
这 里 对 二 (名 , a). 


连接 条 件 (9) 并 不 是 物体 接触 面 上 唯一 可 能 的 条 件 。 我 
们 来 考察 另 一 种 接触 模型 ， 设 热传导 系数 为 《(x) 的 两 个 平 
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鉴 的 各 向 同性 物体 间 有 一 个 很 薄 的 传导 性 弱 的 夹 民 ， 物体 入 
夹层 间 的 接触 认为 是 理想 的 .为 简单 起 见 ， 设 接触 面 是 平面 


且 其 方程 为 x = 0 和 x 一 8.。 设想 从 物体 中 割 出 一 个 秋 柱 
体 , 其 横断 面 〈 图 16) 为 
H = (—A, < x, < ë + An 0 < x, < Ax). 


根据 (3) 和 (97 我 们 有 


8 Ou 8 ( ĝu 
= —f, 一 A <r <0 
ðx, (r 5) 2 Or, kas) f ii > 


6 < x, LEHA, 0 < x, As (10) 


(Fu _ Ou 
8 m + 5) = =f, 0 < x, < 86, 0 < x, < Ay, 
Ou Ou 
amire E ENA =o, 
bl 0s Ox REN ta xi 一 -0 q 
Ou Ou 
一 0, 上 人 去 这 二 一 0 
[osne 一 0 《Ba 2,5840 k x, |r=i-o * 


这 里 e = const 是 夹层 的 热传导 系数 . 在 区 域 一 A < x, < 0, 
0 < x, < A, 中 对 第 一 个 方程 积分 ,0 < x, < š,,0 < x, < A, 
中 对 第 二 个 在 区 域 积分 ,这 里 名 6 (0, 8), 再 把 所 得 关系 式 相 
加 .利用 条 件 (11) ,最 后 得 到 


^f Ou ¿, — p? 
P| ZE Gis 196 Cas a) aaa 


A "u Ou 
十 f dx, I r" (k r. Ceis 22) ) dx, 
E i E 8: Cais z;)dx, + WE zdr =0 
将 此 等 式 除 以 A 并 令 A. 和 A, 趋 于 零 ， 
Bu ç, 0) — Bu ç 
E Ən G, 0) — K(0, 0) Əz, (0, 0) 
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二 Ə*a 
+e m [eE C 0 +O] aa =o. 
把 所 得 到 的 关系 式 对 名 从 0 到 5 积分 
elua, 0) — (0, 0)] — 5k(0, 0) 2 (0, 0) 
x 
, Ou 
+ fia a [e ZE 0 +4 G O] dn =o, 


然后 除 以 5 并 令 和 6 在 满足 8/8 = x = const 的 条 件 下 同 
时 趋 于 零 . 结果 得 到 


kL] |, =Ë = k (12) 
Ôx, lx=-o， 
类 似 地 得 到 第 二 个 连接 条 件 
eull =k] a3) 
Ôx, lz =+o 


特别 地 ， 由 (12) 和 (13) 得 知 ， 接 触 线 上 的 热流 量 是 连续 
的 ， 
ke =k? 


Ox, |: =+ Ox 
而 一 般 说 来 ,温度 是 间断 的 . 
连接 条 件 (12),(13) 可 以 解释 为 非 理想 接触 的 条 件 .。 相 
互 接触 的 物体 在 接触 面 上 有 不 同 的 温度 ， 其 路 度 与 热流 量 成 
比例 . 
方程 (3) 还 可 有 其 它 形式 的 连接 条 件 ,我 们 只 提出 下 面 这 
一 种 : 


> 
n=—0 


ta =o, 98] =G), zec. aD 


由 此 条 件 可 知 ， 接 触 面 上 温度 连续 ， 而 热流 量 经 受 已 知 的 跳 
跃 .这 表明 曲面 S$ 上 分 布 有 密度 为 eCx) 的 集中 热源 . 

3. 二 阶 方程 的 基本 边 值 问 题 。 我 们 继续 讨论 二 阶 方程 
的 边界 条 件 ， 最 简单 的 边界 条 件 是 第 一 类 边界 条 件 ， 即 条 件 
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Ed 


u(x) = g(x), r€r, (15) 
其 中 了 是 区 域 G 的 边界 ,在 G 上 给 定 了 ,譬如 说 ,方程 (6). 如 
果 讲 的 是 热传导 问题 ， 则 条 件 (15) 给 出 物体 表面 的 温度 . 
如 果 在 边界 上 给 出 ( 热 ) 流 量 , 则 我 们 有 第 二 边 值 问 题 .如 
果 物 体 是 各 向 同性 的 , 即 过 程 由 (3) 描述 , 则 根据 第 一 章 5 1, 
第 二 边界 条 件 为 
tgs), er, a6) 


这 里 = 是 边界 工 的 内 法 线 . 
在 边界 了 上 常常 给 出 第 三 类 边界 条 件 ,其 形式 为 
ke = k(x—u) = ru — gG), rer, (17) 
n 


这 里 (x) 和 wolx) 是 给 定 的 函数 ,而 g(x) = <(*)zo(z)， 条 
# (17) 表示 物体 和 周围 的 介质 按照 牛顿 定律 进行 热 交 换 , 这 
里 k(x) 是 热 交 换 系数 ,而 u) 是 质 围 介质 的 温度 .第 二 类 
边界 条 件 (16) 是 第 三 类 边界 条 件 (17) 当 x = 0 时 的 特殊 情 
wi. 

对 方程 (6) ,类 似 于 (17) 的 条 件 如 下 : 


如 一 如 en) = s — 80), z€ T, 
(18) 
这 里 > 是 边界 T 的 内 法 线 , 而 ss 是 所 谓 沿 副 法 线 (koHop- 


Mamp) 的 导数 ， 当 ku=ka = 0 B ku = ka = k h, RCS) 
变 成 条 件 (17). 
对 于 方程 (6) 或 它 的 任 一 特殊 情况 ,可 以 提出 带 斜 导 数 的 
问题 , 即 寻 找 方程 (6) 的 解 , 它 在 边界 上 满足 边界 条 件 
Ou 


a T "TE z€ Tr, (19) 
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这 里 1 = (2) 是 某 个 给 定 的 方向 场 ,一 般 说 来 ,这 里 e 与 
On 
gy HJ. 


除了 经 典 的 第 一 、 第 二 和 第 三 类 边界 条 件 以 外 ,在 边界 卫 
上 也 可 以 给 出 其 他 条 件 . 我们 现在 来 导出 这 样 的 边界 条 件 ， 
它 描述 物体 和 周围 介 质 之 间 按 照 牛 顿 定律 进行 热 交 换 ， 而 在 
物体 表面 上 有 一 层 很 薄 的 传导 性 良好 的 薄膜 为 简单 起 见 ， 
假设 物体 是 各 向 同 狂 的 ， 且 它 的 表面 是 平面 ， 设 薄膜 附着 在 
导热 物体 的 左 侧 界面 上 ， 薄 膜 的 左 界 面 由 方程 x 一 — 6 给 
出 ,而 薄膜 的 右 界面 , 亦 即 物体 的 左 界 面 由 方程 < 一 0 给 出 . 
我 们 在 界面 附近 荐 出 一 个 秋 柱 体 ,其 模 截 面 是 矩形 

—8< x < A, Ü< r,< A 

假设 薄膜 和 物体 之 间 是 理想 接触 ， 于 是 根据 (3)，(9) 和 (17》 
有 


1 (u | Ou 
+a + 站 ) 一 一 |(x)， 一 5 一 xz 一 0， 
0 < x, < år Qo) 
20 
2 (2) 2 (pê — JG) 
ata) t r 85) ey, 
0< xr < As 0 < xr, A 
Ou 1 3u 
amo, kE, spl 1 
Lull s= ‘a nai BOr lam en 
由 (22) 
8 Ox 


这 里 二 是 薄膜 的 热传导 系数 。 


把 方程 (20) 中 的 每 一 个 在 各 自 的 定义 区 域 中 积分 ， 把 得 
到 的 关系 式 祖 加 并 利用 连接 条 件 (21) 和 边界 条 件 (22)。 结 果 
得 出 
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` a 


AT £ 
(E [R ŽE Can 1) = a 5, z) + | 26 


Arf 1 Ow 
F | iF, E Ox (x, x2) dx 


十 Fe a 2 (xo z) dx, 


° Dr 
+ E aa dx, = 0. 
把 此 关系 式 除 以 A 并 对 A, 和 A, 趋 于 零 求 极限 : 


KB (0, 0) — «C0)u(—6, 0) + gC0) 
x 
0 1 ð? 
+P. Feo +o 0] 26 = 0. 
现在 令 s 和 5 在 满足 a/e 一 o = cont 的 条 件 下 趋 于 零 。 结 
果 得 到 所 求 的 边界 条 件 
Ou Ou 
ta +o až 
如 果 与 角 点 相连 的 物体 二 侧面 有 不 同 厚度 的 薄膜 ， 我 们 
来 说 明 在 角 点 处 需要 提 什 么 样 的 边界 条 件 。 设 该 角 是 直角 ， 


= x — g, x, = 0. (23) 
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其 顶点 位 于 4 


上 E 标 原点 ,两 边 平行 于 坐标 轴 , 而 物体 位 于 第 一 象 
ER. 在 角 点 附近 割 出 矩形 — 6, < x, < A,, — ó, < z< A, 
(图 17)， 写 出 方程 ,连接 条 件 和 边界 条 件 : 
8 Ou 8 64 _ _ 
8x, (r 3) 中 Oxr, až) h 
0.< x, a. E 0 < x, ay. 

1 (u _ Pu 
二 (路 + 中 )- — fs — 8, < x, < 0, —ë, < x, < Az; 


O< x <A, —5,< x, <0. 
[a] = 0, KO (+0, «3)— 1 
Ox 


(24) 
ðu 


E Ox (—0, z) = 0, 

0 < x, < A,, 

[s] = 0, k Cep +0) 一 上 上 Bu 
Ox, 


(25) 
s —0)=0 
€ Ox, (z ) , 
0 < z, < A; 

Lor i e s= 
8 Du (26) 
1 Ou 
£ Bx T MH ba 


Np es 
把 (24) 中 每 一 个 方程 在 各 自 的 定义 区 域 中 积分 ， 利 用 连接 条 
件 (25) 和 边界 条 件 (26)， 
1 fo 


ð bz 
T | Be (Ai， x2)dxa + k u. (A,, x2)dx2 
A, 
+ 二 EG aga + | hE G, adds 
8 J-5 Ox; ° er 
A; A, 
= | (mu — B) dx, 一 Í G 一 82)dx 
-8, J-e, 
A A: 
+ j N am | » IG z) da, = 0. 
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现在 令 A 和 A, 趋 于 零 ; s, 5, 和 8, 也 趋 于 零 , 但 要 满足 条 件 
8,/ £ = o, = const，62/8 = o = const， 结 果 得 到 
Ou Ou 


na rae 0 xz, = 0, n=). (27) 


32. 二 阶 方 程 的 网 格 逼近 


本 节 将 对 $ 1 引入 的 二 阶 微分 方程 建立 网 格 和 逼近. 

1. 不 含混 合 导 数 的 变 系数 方程 的 差分 逼近 .前 一 章 对 
泊 松 方程 建立 了 一 系列 格式 . 这 里 我 们 讨论 更 一 般 些 的 二 阶 
椭 贺 型 方程 ,例如 红 中 的 方程 (4): 

Lu = È (ka 82) +Š (te 5) =í). (1) 
设 0 是 平面 Onr 上 的 矩形 均匀 网 格 . 第 二 章 讲 了 变 系数 二 
阶 常 微分 算 子 的 逼近 方法 ， 因 为 算 子 二 是 两 个 这 种 类 型 的 算 
子 之 和 , 故 可 以 立即 写 出 方程 (1) 的 和 逼 近 . 即 

Ay = (ajys,)x, + (ays,)x, 一 — PCr); Q) 
这 里 系数 a(r), a 一 1,2 和 q(x)， 例 如 ,可 以 取 为 
al (x) = k (= = k, z) a(x) = k, (=. 2 一 h), 
p(x) ee F(=), #' s= (OP 2) x = ib, x= ih. G) 
对 于 这 样 选择 的 系数 ,差分 方程 (2) 将 以 OAD BP 126 B i 
方程 (1), 这 里 |A) = 及 十 hi 如 果 系数 oo(x) 选 作 


kG 23) 十 和 (ti 一 h, n) 
a, (z) — A > 


kalai, x2) + Kar, z, — ha) 
ax) = a a 


则 逼近 误差 的 阶 不 变 . 还 可 以 用 其 他 的 方法 选取 和 ww。 R 
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G) 


们 指出 ,在 写 差 分 方程 (2) 时 用 的 是 五 点 "十字 "模式 。 
现在 设 2 是 任意 的 非 均 匀 矩 形 网 格 且 


-D ae 
> Žu 


ha = h = zü) — x= 


ha + hi 
= š 


hi = htd — zü t 一 xsa a= 1, 2. 


在 这 个 网 格 上 ,方程 (1) 可 以 用 下 式 有 逼近 : 
Ay = (ays, + (ayz), 一 一 p(z)， (5) 
这 里 as, a 一 1, 2 和 q(x) 按 公式 (3) 或 (和) 计算. 注意 
pHo 一 7 
a ha ` 
如 同 第 二 章 $3 对 常 微分 方程 所 做 的 那样 ,方程 (5) 可 以 用 相继 
通 近 系数 的 均衡 法 来 构造 . 
我 们 来 计算 以 (3) 为 系数 的 方程 (5) 的 逼近 误差 4 = 
hu 十 .由 方程 (1), 有 逼近 误差 可 以 变 成 


p = A+ g — Lu — f = > $. + (o — Í), 
二 
这 里 
— 0 (p 2 
da= Castine 一 总- Q s£). (6) 


我 们 来 计算 da AR 


hi Ow , (hY Pw +y 
G) = ña Ow Ahe? OW OC 
K DD aen t OOD 
ha e, hå Ow 
20r 8 Ox? 


wa = w — 


+o) 


是 成 立 的 ,由 此 可 得 


uir. (+0.50) — ¿U00521 aa Ow 
5: {w w' } az: 
1 Ow 

+ — [hiy — h 
Bhu [77 ] Ox2 


+O). 
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因为 全 一 (Bey ”+ o ( 语 )， 故 最 后 一 个 恒等式 可 以 


8x2 Ors 
BW i 

Ow (~0.50) 1 2 Ow 2 
= s i ee aa 
Be R ;( dai) * 0 


在 上 式 中 令 w 一 如 总 ， 就 有 


as (b= G a 


-4H a (ke 2), +o). 
因而 
Pa = (n), + O(a), (7) 
这 里 


Ou y CO. Sa) hè 8: Ou 
) + 8 Ox2 ( ) 
我 们 来 估计 yo。 因为 


2y N(-0.5a) 
u= (e 05 总 二 经) + o), 


ua 一 (u 一 0.5h 9 qp he Du 


(052) 
ôx, 8 ôx ) +O), 
所 以 

Bu NC052 : 
us, = B) +o), 
从 而 
n = (a, — KS) (y +o) (8) 
现在 如 果 注 意 到 (3), 则 对 mw。 有 估计 式 
ha = Oh2). 
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这 样 一 来 ， 如 果 方 程 (1) HRE ulen x,) 对 和 zx; 有 直到 四 
阶 在 内 的 连续 导数 ， 则 系数 和 右 端 由 (3) 决 定 的 方程 (5) 的 逼 
近 误 差 少 可 以 表示 成 
$= >) G), + $*,p* = O + D), 
a=1 


n, = OC). (9) 
2. 具 混合 导数 及 变 系数 的 方程 的 差分 格式 .我 们 研究 
方程 
= D ghe) ao 
这 个 方程 是 $ 1 中 方程 (6) 的 特殊 情形 。 如 果 它 的 系数 满足 
$ 1 中 的 条 件 (7), 它 将 是 楷 加 型 的 . 
在 均匀 网 格 上 构造 方程 (10) 的 差分 通 近 没有 多 大 困难 ， 
容易 验证 ,方程 


2 
Ay = D LRE) yap)s, + Rea) yep)so] = 一/ 
a,ĝ=1 


GD 
逼近 方程 (10), 误差 为 0(14|”)， 我 们 再 指出 方程 (10) 的 具 
有 同样 帝 近 误差 的 另 一 双 近 


Ay= 


M~ 


+ Do IG), + GQ.y.)s.1 
++ 21 kayo) + Qoya), 
a+ß 


+ (keyzpe)ae 十 (fcpyxp)s] = —1 6). (12) 
当 kg 为 常 系数 时 ,方程 (12) 具 有 如 下 形式 : 


- 


Dy kaysa, + Qu + Radya = — G), — G3) 
这 里 
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Vig = (VPP — et10)/ Qh). 
现在 在 非 均匀 网 格 上 构造 方程 (10) 的 差分 逼近 . 我 们 利 
用 布 本 诺 夫 - 伽 辽 金 方法 来 构造 (参看 第 二 章 S 3). 
提醒 一 下 (参看 第 一 章 ), 函数 u(x) € W3(G) 称 为 方程 
COE WiG) 中 的 广义 解 , 如 果 它 对 任意 的 函数 
v(a) € W1(G) 


都 满足 积分 恒等式 
ff > kaste) be dz dz, = i f(x)v (x) dxridxs. (14) 
G op=1 rp x, A 
函数 # G) € V 称 为 方程 (10) 的 近似 解 ， 如 果 它 对 任意 的 
z(x)6 才 都 满足 积分 恒等式 (14). 这 里 了 是 空间 W (G) 的 
-ARETAN M Ý = v 0 WG). 


图 18 


我 们 来 给 出 空间 了。 设 0 是 平面 CQxir 上 的 任意 非 均匀 
网 格 , 它 由 两 族 直线 n = rf, r = n. i = 0, + 1, 2, 
…; a 一 1,2 的 交点 组 成 .这 些 直 线 把 平面 Orn DARE 
形 小 区 域 6[i] = {x = Ga, a) |o zŠ? < x, < Et), 将 每 
个 小 区 域 用 通过 其 相对 顶点 《x49, z), Gat, zt) 的 
直线 分 成 两 个 三 角形 (图 184)， 左 上 三 角形 用 At[:] 表示 ， 
而 右 下 三 角形 用 A-[i] 表示 .假设 G, 是 所 有 这 样 的 三 角形 
A#[ 门 的 总 和 ,这 种 三 角形 和 区 域 G 的 交 非 空 , 即 G, = {rle 


。173* 


€ atli], ALING 弛 }， 这 时 我 们 取 在 G, 上 连续 是 在 
每 个 三 角形 Atile G, 上 为 线性 的 函数 所 组 成 的 空间 作为 
空间 WIG) 的 子 空间 V. 

用 a = G, no 表示 位 于 G, 中 的 0 的 节点 集合 , 而 用 
M= {i = G. ilaca) 表示 6 的 节点 标号 的 集合 这 时 
方程 (10) 的 近似 解 可 以 写成 下 述 形式 

a(x) 一 D yai) j= Go h), (15) 


这 里 (n) 是 空间 7 的 基 . 

我 们 来 给 出 了 的 基 . 设 D[i] 是 由 六 个 三 角形 Atli] A 
成 的 六 边 形 ,其 中 每 个 三 角形 有 一 个 顶点 与 节点 x; 重合 (图 
19). 我 们 取 仅 在 5 的 一 个 节点 上 为 非 零 的 分 片 线性 连续 函 
数 的 总 体 作 为 了 的 基 , 并 假定 这 个 异 于 零 的 值 等 于 1， 因 此， 
EDERA w(x) NE Dil ERAF, 且 由 以 下 关系 式 给 
H: 


G — x) /hi s z€ Dili] 
Casat — x), z€ Dli] 
Ca — #f0)/bi + (a — xa)/h}, z€ Dli] 
LAGO] = Q — +f )/h, x€ Dili] 
Caa — 197 )/ hrs z€ Dli] 
GHO — a) /ht + G — $P )/ha z€ Dli] 
0 xED,li], p= 1,36. 
(16) 


函数 (16) 的 形状 在 图 20 中 画 出 .在 所 取 的 这 种 基 上 ,《15) 中 
的 系数 y, 就 是 近似 解 在 5 的 网 格 节 点 上 的 值 . 

我 们 来 找 出 (15》 中 未 知 参数 y, 应 当 满 足 的 方程 。 为 
此 在 (14) 中 代入 


u(x) =al) 和 v(x) = (z), 


. 174。 


结果 得 到 如 下 方程 组 : 


S Aym b, €, a7) 
je 
其 中 
ôn; Oi 
才 一 zÍ kas 99: Ci drsdxss as) 
Pr 2 ha TE 


o= || manas, i= Goid i= Goh). (19) 


chp0 
首先 假设 系数 《os 都 是 常数 并 利用 函数 w(x) 的 形状 ,我 
们 对 D[i]cCG 的 那些 i 值 来 计算 系数 Ai. 


由 (16) 求 得 

—l/hi, xé D, 
0 x€ D, 
l/h r€ D, 

到 全 yh r€ D, 
0, x€ D; 
—1/):, x€ D, 
0, xED,, =l, ...,63 
0, z€ D,; 
—1/hł}, z€ D; 
一 1/ 寻 ， xé€D;, 

gn. = 40， z€ Do (20) 

š 1/h, z€ Ds, 

1/h,, z€ Do 
0， xED,, p= 1 ……，6。 


由 (18) 和 (20) 可 知 ,只 有 以 下 系数 可 能 不 为 0: 
A A ART A 


athiti, gibimi 
A Ain e 
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计算 表明 ， 
A= h (8: +b +E +b 
h m 
+Ë h h s 
+Ë (L+ hyhi A Ë) — (ku + Ra) 
aigh = -t (E 证 b) + kot Ka 
+ ht 2 + 
i h + 
d -i(k ha) p katta, 
an= — a (iL + h) $a Qi) 
aiy i= — PP (iL + 外) + ka + ku 
2 h 


aie thti = Aigh = ka t t 
lis 1a 2 ` 


将 (21) 代 人 (17) 并 经 过 变换 ,得 到 


Aty = kuya, 十 kaye, 十 tottu 
X (ys + ys) = 240. 
5 3, nh, 


现在 设 ke 是 变 系 数 . 在 这 种 情况 下 ， 类 似 于 刚才 所 构 
造 的 逼近 式 , 我 们 写 出 方程 (10) 的 差分 逼近 
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A= 1 È [CReayso)s + Qay.)81 


= —f(x). (22) 
我 们 来 计算 方程 (22) 的 逼近 误差 $+ 一 Ata 十 首先 
改写 pt, 根据 (10) 将 f 换 成 一 Lu 并 将 它 写成 和 的 形式 


2 
$t = Atu — Lu = >) yi 


a,ĝ=1 
其 中 
性 一 + [(&.sus i, + (kau, Os] 
Ou 
2- (kaa 2) 
pis = 一 [(koprsp)is + (kastžg)žal 
Ou 
x (s 32) Eek 
s. 
[Rearo)s, + (K¿u, )s,] 一 (Che + RE'O )us aso 
s sm t Sisa 
pia = (Wta)s, + OQ). 
又 因为 
kaa + Re 一 2k5a" = OG). 
则 根据 (8》 
qia = Ob) 
其 次 


。177。 


Ckaattip)ia + 


+ hıh 
T+, (Aprizp )zo 一 


(K.ssa)sa kaq: 


ATA; + b, 


hh, 


(228 — hahe 


8 ( Ou ) 
x + 
8x, kas Oxs. 


21,,h, 


hi 032) — hahh 


8 Ou 
x ðr? (5 £)+ 


5) + OQ + h)a 


— 


Cht — hhi — h) _8 


2ħħz 


4h 
+ OD hå — hèh 


Ou ) 
8x, (kt Dxp 


D (kas 


4h 


ôx 


ha ChY? — hehh _ 8 Ou 
+ ôx, (kos a) 


4ħ,ħı 
+ OCh + D), 


e = 0. 


将 bis 代入 w+ 的 表达 式 ,得 到 + 一 O(1), 即 在 节点 上 不 逼 


iE. 


我 们 来 构造 方程 (10) 的 其 他 逼近 式 . 对 此 应 用 


同样 的 方 


法 ， 但 将 平面 分 割 成 三 角形 是 采用 男 一 种 办 法 , 如 图 18b 所 


示 ， 经 过 类 似 的 推导 ,得 方程 


2 
Ay= HS, [(K.yz Os, + (koaYra)žal 
a=1 


2 
+ D Leyi) t (kayi) l} = t> 


a, Bl 
它 的 逼近 误差 是 
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一 > bi 


a,B=1 
其 中 $a = pias 而 
-Qi — à) hih) 3 Ou 
Par 4 万 Ora (ke A 
Chi )he — hihi © Ou 
41; 8 好 ( Š aa 
haC h$)? — hh 0 u 
i 4Ā,ħ 8x, (t A) 
+0( +), a#g, 
因此 47 = 0(1). 
利用 算 子 4+ 和 A- 建立 新 算 子 A= + (At 十 人)， 并 
用 它 写 出 方程 (10) 的 新 逼近 式 


Ay= (At + Ay = + 27 IG), + (hoayea)s,] 


1 


++ > [Cogyza)ss + CkasYig)ža 十 《psp 
a 


+ (K.ays )z,] = —J(a). (23) 
我 们 来 计算 方程 (23) 的 逼近 误差 .利用 ob, 的 表达 式 得 到 
+= Au + f= Ds + $t = OC), 


azl 


q* = Oh + B). (24) 


EE. 在 均匀 网 格 上 ,方程 (23) 和 前 面 建立 的 方程 (12) 相 
同 . 

3. 含混 合 导 数 的 常 系数 方程 的 高 阶 逼 近 格 式 . 我 们 来 
购 造 在 常 系数 情况 下 以 误差 OAO 逼近 方程 (10) 的 差分 格 
R. 采用 九 点 ` 箱 形 ” 模 式 来 写 差分 方程 。 当 在 第 三 章 构造 泊 


ane 


枞 方程 的 高 阶 运 近 格式 时 我 们 已 经 用 过 这 个 模式 。 可 是 看 
来 ,只 有 在 网 格 步 长 h 和 户 按 一 定 方式 与 系数 Ka 和 zw 相 联 
系 的 条 件 下 , 才 有 可 能 在 上 述 模式 上 以 OCA) 的 误差 逼近 
方程 (10). 我 们 假定 ku = km 一 1, ka 二 fa 一 *。 这 时 网 
格 人 应 是 正方 形 的 . 
首先 研究 差分 算 子 
Av = vax, 十 Ve, 十 bo(zar + Vr,) 

+ Cl — o)(vaz, + vrr) 

其 中 bikar 将 函数 4z 按 4 ORRERI 
Av = Le + — E ( P +2) $ i 
.. Ov | K(l — 20) ,2 
< EA i ðr ðr ) š: 2 $ 


Za t 009 L+ y L 


- Eu — 3(1— 20)« + 2] 


x 2 Ov 
Ox xz i 
由 此 得 出 ,差分 方程 
A'Y = ys,x, + Ya, + k[G(ys,z, + yz,z,) 
+ (1 — oo)(yas, + ye,)] 


2 
+ La 一 3(G1 一 2c)e + 22)ya sinis, 


+ 0(2). 


== (25) 
对 任意 参数 " 都 以 误差 OG) 逼近 方程 (10), 式 中 


9' 一 /十 Ers (26) 


我 们 指出 ,方程 (25) 实 际 上 并 不 依赖 于 参数 o 容易 验 
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证 ， 
Yz, S Yez, yz) Yz, = Yz, + hyser 


因此 ， 


Yaz E Yre, = Yarz, + yz,x, + LEERE 
把 此 式 代 人 Ay, 得 出 
A'Y = ya, E Ya, + KoCyaz, + yrs) + Yz, 
+ yz,z, 十 hyra, 一 GCCyair 十 Yra, 


2 
+ hyres) l + P (+ 一 过 十 如 十 =) 
X Yarz, 一 Yz, 十 Ya, + kyix, + Yez) 


2 
+ A (1 + 3k + 252)yprizirio 


因而 差分 方程 (25) 具 有 形状 
Ay= yair 十 Yz, + kK(yz,z, + yaa) 
+ Ža + 3r + 2e )yz ezn = —g'. (27) 
4. 含 低 阶 项 方程 的 差分 格式 ， 讨论 方程 
Afa ô 8 
Lu = >l CO s ) + rü 2] 
=i), ` 
并 对 它 构造 均匀 网 格 2 上 的 差分 格式 。 
方程 (28) 的 最 简单 二 阶 逼 近 格式 如 下 : 


Ay = >; Cal) yru) + rays] = — G), 
(29) 


(28) 


x = (an x)€ Q, 
其 中 aG), 例如 , 按 公 式 (3) 计 算 . 我 们 把 方程 (29) 写 成 


wo 1 š lg) 
Oa 十 ae _ K aa * te.) 
Aue oui t Dha 


hi azı 


azl 


X ta F (= š Z=) y o} + JG). 
由 此 看 出 , 当 系数 r,G) 比 系数 te(x) 大 得 多 时 ,只 有 对 
足够 小 的 jc, 最 大 值 原理 (参看 第 三 章 ) 对 格式 (29) 才 成 立 . 
为 了 去 掉 这 一 限制 ,我 们 来 构造 方程 (28) 的 其 他 格式 . 

把 方程 (28) 改 写成 


“fo í ð: O) 
= Pp kas) 1 O 


x ks) 2] = 一 fa， 
并 且 对 高 阶 项 和 低 阶 项 中 的 流量 
>> Ou 
kelx) Əz. 
作 同样 的 逼近 ;于 是 得 到 
2 
A= >: |C). 
asl `- 


+ Z= Caiya + asya] 一 一 fo。 (30) 


2k, 
显然 , 算 子 的 逼近 误差 为 OAP). 对 低 阶 项 作 如 下 改变 ; 
Ta ady, 一 ra + |rel agoyv。 一 lzel atoy, s 
É ñ: < (31) 


Ta Ta — {rel ral 
Ik, Va = Ik, tta T Th, 9o 


并 记 aiie r> 0, u = ¿< W, < 


OB ri = 0,34 r. > 0BF r; = 0. 这 时 把 (31) 代 入 (30), 有 
2 


P + 
Ay = >` lG 一 Ml) Cougara 十 r atoy, 


azı 
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a l 
halr 1 
1 olet 2 
2ke 1 十 helrel POUD 
2, 
所 以 可 以 取 差 分 格式 


È H 
5 RET (a,yz)<, 十 £ ayr 
Zl! + Baltel a 


a 


+ r esel =— f). G2) 


° RARR OAP), 并 且 容 易 验证 ,对 任意 
的 has 最 大 值 原理 对 这 个 格式 都 成 立 。 


§ 3. 二 阶 方程 连接 条 件 和 边界 条 件 的 逼近 


本 节 对 5 1 中 提出 的 连接 条 件 和 边界 条 件 构造 差分 逼近 ， 
主要 精力 放 在 构造 第 二 和 第 三 类 边界 条 件 的 差分 逼近， 
1. 连接 条 件 的 差分 逼近 . ik $ 1 中 方程 (4) 
A (tenz) 2) s > (oG z) 35) 
ome — fls z) a) 
的 热传导 系数 khe) 在 直线 x 一 0 上 有 第 一 类 间断 ,要 求 这 
个 方程 满足 $ 1 中 连接 条 件 (9), 
u(+0, x) — u(—0, x,) = 0, 


k(+o0, z) 2 Rk(—0, x) Š =0 (2) 
x, Dr |z = 


—0 


的 解 , 为 简单 起 见 , 设 方程 (1) 的 系数 ke) 和 右 端 f(x) 在 
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x = 0 连续 . 我们 来 构造 连接 条 件 (2) 的 逼近 式 ， 假设 取 网 
格 使 间断 线 x 二 0 通过 网 格 节点 . 根据 条 件 (2) 的 第 一 式 , 未 
知 解 在 x = 0 连续 ,所 以 网 格 函 数 在 x = 0 的 值 也 就 是 未 知 
解 的 逼近 . 
我 们 写 出 条 件 (2) 第 二 式 的 最 简单 逼近 
a,(bo Z;)yz, ie a(b, x2) ys, 一 0， 
其 中 系数 al), Hin H 5 2 中 关系 式 (3) 给 出 , 即 


a(x) = k, ( a= k, x) 
并 计算 它 的 误差 M 
p = hs z;)u,, — a((0, x>)uz, = ki( +0, x;) 


x z (+0, #3) — k(—0, 到 (一 一 0 z) 


Eo oe Calle 

HB 
利用 方程 O) 8 2 (k 22) 用 下 (k BE) 和 GO 者 示 
并 代入 (3)， 

d= =h È (k 2E) = G) + O) 


h. a 
+ 2 Ox 


z D — hf(x) + O(R + h). 
由 此 可 见 , 有 逼近 误差 为 O), 但 如 果 连 接 条 件 (2) 的 第 二 式 
用 关系 式 
(hs xa) yr, 一 a((0, xa)ysa, + Ah(ays,),, + hf (x) e” 
一 0 (4) 
逼近 , 则 新 方程 的 误差 将 为 OC 及 十 好 )， 如果 把 方程 (4) B: 
以 有 并 适当 变形 , 则 它 取 以 下 形式 : 
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_ + O0). G), 


NI 


Cays), + Cays) = 一 (zx)， 
即 与 $ 2 中 没有 间断 的 其 他 节点 的 差分 方程 (2) 完 全 一 - 样 。 
现在 来 求 方程 (1) 满 足 $1 中 连接 条 件 (12) 和 《13), 即 


ullao mk E| o illea = h 2 (5) 
Xi 


zi 一 -0 Or ilr=+ro 
的 解 ,在 这 里 系数 AG) 在 直线 x 一 0 上 出 现 间断 .网 格 的 
选 拒 和 前 面 的 一 样 。 这 一 次 方程 (1) 的 解 在 mm 一 0 上 有 第 一 
类 类 ,所 以 ,逼近 方程 (1) 的 解 的 网 格 函 数 y(x) 在 x 一 0 上 
上 4 有 两 个 值 . 记 这 两 个 值 为 yt(0,xz) 和 y-(0, x,)。， 我 们 
4 条 件 (5) 的 最 简单 的 逼近 式 
ayt — y7) = a(0, x2)ya, Kyt — y") = alha t)r 
f 中 
yz, 一 二 [y (0, xz) 一 y(—h, x)], 
yh) (0, z)], 


并 计算 这 些 方程 的 到 近 误差 .第 一 个 方程 的 站 近 误 差 等 于 


d = rlu] — a0, 1)us, = slu] — k, 9 
xr, n=- 


h 


+h Bhk 3), ,+ 0) 


2 
(02)... s 


= 一 笃 > ora Da + fleco + O (à + MD). 


28 Ue R H Wy 


pı = rlu) 一 ahi, x2) ur, 


=- R [Gss + flas + OCH + hD. 
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出 引入 的 展 式 可 知 ,两 个 方程 的 融 近 误差 都 是 014), 但 
方程 


s(yt — y7) — ays, ŽE Cayan + 十 全 1 一 0， 


一) 一 


的 逼近 误差 将 是 O HAD. 把 这 两 个 方程 均 除 以 h/2: 


K(rt— y7) — ays, 


一 oa T + r)a = — f 

atya — (yt — y") ( 

— os + Cad), = t. ` 
这 种 形式 的 方程 (6) 类似 于 $ 2 中 在 其 他 网 格 节点 上 的 方舟 


Q). 
如 果 在 x 一 0 上 对 方程 (1) 给 出 了 $ 工 的 连接 条 件 (14)， 
则 与 连接 条 件 (2) 的 情况 一 样 , 可 以 构造 它们 的 网 格 逼近 、 


Cys) + Cays r 一 一 K0，z) 一 sG», (7) 


2. 不 含混 合 导 数 的 方程 边界 条 件 的 逼近 .现在 讨论 边 
界 条 件 的 逼近 . 我 们 开始 讨论 方程 (1) 的 边界 条 件 。 首先 对 
$1 中 的 第 二 类 边界 条 件 (16) 和 第 三 类 边界 条 件 (17) 构 造 差分 
DE. 暂时 假定 方程 (1) 在 矩形 
G = (x= (z,, z*x)|0 < zx, < las a = 1, 2) 


中 求解 ,在 其 边界 了 上 满足 $ 1 中 的 第 三 类 边界 条 件 (17)， 将 
人 


DAT Can) TO O 
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(NH! 


一 
x 
s (8) 
Skr, = Kga 一 B+e(za), Xa = las 
e, B= 1,2, a*ß. 
正如 第 一 章 所 指出 的 ,求解 问题 (1),(8) 等 价 于 求 一 个 使 
下 列 泛 函 达到 权 小 的 元 素 


so = f Beo (PY + wo (22) 一 59 


2 
+ > {[e-oo 一 2g_.e]|, — 


a=l 


F [Etat 一 28+av]| oa} dre. (9) 


我 们 用 逼近 泛 函 (9) 的 方法 〈 参 看 第 二 章 $ 3) 构造 问题 
(1), (8) 的 差分 格式 。 在 闭 区 域 G 一 GUT 上 引入 均匀 矩形 
Wi o = a, X 酌 一 {z 一 (rz)lxoe Das a = 1,2}, XE 
Da = {ra| ta = iahas ia = 0, 1, +403 Nas ha = LIN.) 是 线段 
[0,1] 上 的 网 格 . 5 的 内 节点 集合 记 为 4 = {r = (zu z;)| 
x€ uc = 1,2}, 其 中 o, = {%0 |i = 1, 2, 00, Na™ 
1} ,而 边界 节点 的 集合 记 为 > 一 人 .此 外 ,假设 

一 人 | 一 1,2，…，Ne)， 
to, = (zŠ2|i, = 0, l, ---, N, — 1). 
我 们 还 采用 记号 
Pa pg Ka É Oss 
” lh/2, za™0, 1 

对 泛 函 (9) 中 出 现 的 所 有 积分 都 用 求 积 公式 代替 . 一 般 

说 来 ,对 不 同 的 积分 使 用 不 同 的 求 积 公式 .在 二 重 积 分 


RIO (g) = 人 ñ (ny (ea) PA 
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中 对 的 积分 使 用 中 心 矩形 求 积 公式 ， 而 对 x 的 积分 使 用 
梯形 求 积 公式 


[ioje E Lalat) 


ewt me Ds 


在 积分 | bu) (EA) ae 申 对 的 积分 使 用 梯形 公式 而 对 
2 
六 的 积分 使 用 中 心 短 形 公式 : 


A 


~ E Bele 4) 


neo, meu? 


， 
x (e (z. a= H) hh an 


在 (9) 的 最 后 一 个 二 重 积分 中 ,无 论 是 对 x RIER z, 
的 积分 都 用 梯形 公式 代替 


[Ia ~ —2 DD G elms ahh 


(12) 
边界 上 的 所 有 积分 都 用 梯形 求 积 公式 代替 ， 


人 [Go 一 2 二 G 一 2380lroldm 
~ J) [ror — 28-0) | =o 
š 


+ (krat? 一 2g8+av) | tomta lAo. (13) 
ARUNAN HO FRAZAN, 


a188. 


2“ (n s h) “pass (14) 


现在 将 逼近 式 (10) 一 (14) 代 人 (9\， 结 果 得 到 泛 函 (9) 的 
如 下 逼近 式 : 
CG 之 awh, hh + > ab, 一 2 D) fvi 


$ xoz axat LETA 


pE > BD) [av — 2g-av H so 


asli ög 
十 (ke — 28+a0)| =i Äss (15) 
其 中 aa = kO, 
于 是 , 泛 函 (9) 的 极 小 问题 化 成 近似 泛 函 (15) 的 极 小 问 
题 . 但 Js(z) 正好 是 多 变量 v(x), rE G AAR. 这 个 函 
数 的 极 小 值 在 点 v (x) = y (2) 达到 ， 这 时 其 一 阶 导数 成 为 
g. 
reo., WAO) 对 "(*) 的 导数 并 令 它 等 于 零 ,再 
把 所 得 方程 除 以 hih EE 
(aiyz,)x, + Cayas)s, = —f(x), r€. (16) 
我 们 构造 了 方程 (1) 的 差分 逼近 . 这 个 逼近 式 与 前 面 在 $ 2 中 
构造 的 逼近 式 (2) 一 (3) 是 一 样 的 . 
设 xey,z 一 0， x, 0,42; 我们 选取 了 拢 形 左 边界 上 
的 点 ， 但 不 是 矩形 的 任 一 项 点。 进行 前 面 所 述 的 计算 并 将 所 
得 方程 除 以 22;, z 


ay, + Ét 2 Daa = kay — Ea kp, 
S Sg xz) O, L. (17) 
这 是 边界 条 件 (8) 中 左边 界 条 件 的 逼近 式 . 矩形 其 他 各 边 上 
的 边界 条 件 可 以 类 似 地 逼近 ， 
最 后 , 设 r€ 7, z — x, = 0. 经 过 计算 可 得 
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h 


1p). hı (+1,). 
afty., + a Dys; 


h, + h b + b, " 
— haK- + hka j= hg + h8- 
h + h: hi + h, 
hh 
= z; = x; = 0. 18 
2(h DP 1 2 ( ) 


在 矩形 其 他 顶点 上 也 可 写 出 类 似 的 方程 ,方程 (18) 可 以 看 成 
是 在 x = 0 和 一 0 的 边界 条 件 (8) 的 线性 组 合 的 差分 到 
近 . 形 如 (18) 的 方程 是 使 方程 组 (16),，(17) 成 为 闲 合 所 不 可 
缺少 的 . 

估计 方程 (17) 的 逼近 误差 


e= [ehs zus, + B Casin )n, — x + ga 


À, ; ðu |, h _8 
+. | -| 3u ph 8 
2 j zmo k Sa T 2 Ox 


ðu ATE Ou 
x (e)ta (e) 
一 Ew 二 gi 二 Ë ] + OÇ + D. 
注意 到 方程 (1) 和 边界 条 件 (8)， 由 此 可 得 WO, xm) 一 
OCA. 类 似 地 可 以 证 明 , 方程 (18) 也 具有 逼近 误差 
o(1|2). 
我 们 来 讨论 方程 (1) 的 其 他 边界 条 件 ， 设 在 矩形 c 中 求 方程 (1) 


的 解 ,在 矩形 边界 上 满足 $ 1 中 形 如 (23),(27) 的 边界 条 件 。 
详细 一 点 , 设 


a (1 2u a (p 2u a 
ag) gee sec (1) 


Ou ô Ou 
E E 25) =a ra == 5 
Gu ó On 
0 


a, 8 = 1, 2, a#ß, (19) 
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《20) 
求 问题 (1)*(19),(20) 的 解 等 价 于 找 一 个 元 s(=o z.) 使 如 下 的 泛 
函 达 到 极 小 值 : 


Ko) = | [co 人 Zy + 4 人 = Y - z(y] 


hfis ôv 下 š 
+ >J; {f ( z) + or =a] 
+ BES) + ngar? = Reyer) 1 } den 21) 
这 个 泛 函 与 泛 函 (9) 不 同 之 处 仅 在 于 沿边 界 积分 中 有 一 附加 项 
ðv 下 
ol =) ° 
如 同 构造 问题 (1),(8) 的 差分 格式 那样 ,我 们 把 积分 换 成 适当 的 求 
积 公式 而 把 导数 换 成 差 商 ,这 样 就 在 网 格 5 上 逼近 了 泛 函 (21) .在 (21) 
中 代入 近似 式 
Ap ôv V ôv Y 
EN E hae + (2) bea] 
2 
~D 21[8_. |. =。 + 8.9 |. ] hss 
= 3 
这 里 ga。 = 0xe(zp 一 hs/2)， 由 (10) 一 (14) 可 得 
0) = E ani + D) pth 一 2 D, frh 
wt xm a,x? a, 


+ DP {BD LG. — 2000) eee + Gas 


an1 ` ös 


一 2g4oz)|。-o]i + 21 [Getss loo R; 
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十 Doris |==]. 
令 M) 对 v(*) 的 导数 等 于 零 就 得 到 方程 (1) 和 边界 条 件 (19)， 
(20) 的 还 近 式 . 
我 们 来 写 出 边界 条 件 (19),(20) 的 逼近 式 . 设 EY, r50, 0, 
1， 这 时 


sa h, 
atya, + [a + ha) CAN 


h 
= Ky — ga E m = 0, x:0,h, (22) 


如 果 = = x =, Hl 
(ox rao) yy, + (ata + Fragt) s, 


h, h, h h 
Ry Rg 
2 1. 2 aY r rika 


一 全 s ===. (23) 


类 似 地 可 写 出 边界 > 的 其 他 部 分 的 边界 条 件 . 
利用 泰勒 公式 展开 不 难 验 证 ,在 问题 (1),(19), 《20 ) 的 解 和 系数 充 
分 光滑 的 情况 下 ,边界 条 件 (22),(23) 的 逼近 误差 为 0(144"). 


3. 含混 合 导数 的 方程 的 第 三 类 边界 条 件 的 逼近 . RN 
现在 讨论 $ 2 中 方程 〈10) 的 边界 条 件 的 逼近 .假设 在 矩形 
G 一 {z 一 (xz z)|0 < ta <1,,a=1, 2) 中 求解 $2 方程 (10)， 
在 矩形 边界 上 给 出 $ 1 中 的 边界 条 件 (18). 把 所 讨论 的 问题 
详细 写 出 来 , 即 


2 
8 ( Ou ) 
Tiero enia EG, 24 
>, a, Miss an fe), > Q4) 
Reo Ou 让 kag Ou _ K-a — g-as Xa = 0, a >= p, 
8x, Oxs 

ðu Ou Q5) 
一 fc —— kes A = Kta — Bras Xa = le, = = B, 

8x, 8x, 


假设 方程 (24) 是 椭圆 型 的 ,因此 它 的 系数 满足 $1 的 条 件 
O). 我 们 不 假设 问题 (24) ,(25) 是 自 共 轿 的 ， 亦 即 一 般 说 来 
可 以 认为 kole) $ kale). 

我 们 用 逼近 积分 恒等式 的 方法 (参看 第 二 章 $3) 来 构造 问 
题 (24),(25) 的 差分 格式 

我 们 提醒 一 下 ,函数 ul) EWG) 称 为 问题 (24),(257 
的 广义 解 , 如 果 它 对 任意 函数 o (G) € WCG) 满足 积分 恒等式 

ý | > kas -2 2 _ fv | dxidx 


a, P21 x, Oxa 
A EC OES 
一 8422| z=, ldz, 
y f [ruv | r= 让 Hz | =, g-t leo 
— gawl =i ld = 0. Ge) 


将 积分 用 求 积 公式 代替 FAAR E A ela i — 
求 和 恒等式 去 逼近 积分 恒等式 (26). 边界 上 的 积分 换 成 梯形 


求 积 公式 ,函数 fo 的 积分 用 梯形 公式 ,函数 lo L -0s- 的 


x, xa 
积分 用 各 种 右 矩 形 公式 和 左 矩 形 公式 的 线性 组 合 ， 确 切 地 说 
Ou Ov 
jt rE Br dx 
1 ðu Ov 
P Os Oe 


ðu ev 
sP i hh 
n2 t E Drg Ox, `" 


Hax Twa 


ðu Ov 
hh 
+ > p Ors Drs Oz, ' 
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ka Ou Ov 
F 2 ; xg Dra 4 对- 
再 把 这 个 式 子 中 的 导数 换 成 相应 的 差 商 . 
作出 这 些 逼近 以 后 ， 积 分 恒等式 (26) 变 成 以 下 求 和 恒 等 


1 è 
4 X l > Ropuzpvia 十 27 kona | 1h 


1 otxwt EAs 
2 


— D, [hawwvs, + kotz Ys, + katre, 


4 taxat 


+ knuz,va, ] hhz + 4 > [kuus va, + kuts vz, 
+, 


+ kats De, 十 kausa hiha 一 D, fva 


5x, 


+ 了 [Ce 了 x g-2)v | =o z (ryu kas, OPRALA 
° 


+ 2 [Ceu — gi)v | zmot kere 

ga) | -一 1; = 0, (27) 
在 a 上 定义 的 网 格 函数 y(x) 称 为 问题 (24)，(25) 的 近似 解 ， 
如 果 它 对 定义 在 同一 5 上 的 任意 网 格 函 数 v(x) 都 满足 求 和 
恒等式 (27). 选取 网 格 函数 v, 它 在 网 格 6 的 某 个 节点 上 的 
值 为 1 而 在 其 它 节 点 上 的 值 为 0 ， 我 们 就 得 到 " 不 等 于 0 的 
那个 节点 上 的 差分 方程 。 用 这 种 方法 逐个 选取 o 的 所 有 节 
点 ,我 们 得 到 还 近 问题 (24),(25) 的 网 格 问题 . 这 时 在 网 格 o 
的 内 节点 上 ,我 们 得 到 (24) 的 有 逼近 式 , 它 与 前 面 42 中 所 构造 的 
这 个 方程 的 逼近 式 (12) 是 一 样 的 . 对 于 边界 节点 Y， 得 到 边 
界 条 件 (25) 的 逼近 . 例如 对 z 一 0, xi 0, L, 差分 方程 的 
形式 为 
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ku + R kn + kS 127 
— + kuya, + > Fr y: js 


+ [Cos + Carada 1} 
Seygah a= 0 sO, 028) 


而 对 x= x= 0 为 


bh /ku + kiti 
大 ( 2 Ye, 十 Rayr, 一 Kay + e) 


hi + À, 
h, kx 十 kt 
F iF h, (全 一 一 Ya, + kay, 一 5-2》 + e=) 
hh 
+ ECETAJ [Rayss)s, + (kay, Oz, + J] = 0, 


x, = z; = 0, (29) 

边界 Y 上 其 它 节点 的 方程 可 以 类 似 地 写 出 . 

我 们 指出 , 当 kw 三 ka 三 0 时 ， 除 了 计算 系数 的 方法 之 
外 ,方程 (28) 和 方程 (17) 相 同 ,而 方程 (29) 和 方程 (18) 相 同 . 

不 难 验证 ,如 果 间 是 (24)，(25) 的 解 和 系数 足够 光滑 , 则 
方程 (28) 以 误差 Oi + 好 ) 逼近 边界 条 件 (25) ,而 方程 (29) 
在 角 点 上 只 以 误差 O (à, 十 如 ) 有 逼近 边界 条 件 的 线性 组 合 . 

我 们 更 详细 地 研究 方程 (2?) 的 逼近 误差 . 利用 泰勒 公式 
得 到 


《0,0) 一 二 人 元 = Es Por (ku A 


tibeti ear 
pat + Ë + 
nth [eas 2 Bx (ta 52) b 
+h |+ hh 
M a S Pg. 
talaa E tea ti) 


2195% 


x [a (eae) t as (e 25) + 
+ O + D. 
tar 5 pa 


v0, 0) = Eg + Jead 村 


at OCh + A). (30) 


t, 四 w 5 b 55 
由 此 可 见 , 即 使 数 Pe 0) 和 所 (0。0) 中 有 一 个 不 为 

0 , 则 在 点 (0, 0) 的 逼近 误差 是 OCh + 1). 
我 们 说 明 ,如何 利用 (29) 中 y(0, 0) 的 系数 的 改变 可 以 
构造 出 通 近 误差 为 _0( 晤 十 局 ) 的 方程 。 对 此 我 们 补充 假设 
ka(0,0) + ka(0, 0) > 0. (31) 
BE- FR 36 0851(30), WHAEA E u 0, 
0) 827 (0, 0), BEOS) x = za 一 0 时 ,边界 条 件 的 

形式 为 


Bu Ou a 
ku Br, +k Bx Kit 一 g-is 55 
ðu ðu 
ka Er T ka gy, T F- Ba. 
EERE 4 z, = x, = 0 Bj 
BE = kule- — g2) — har — g1) 1/ 
x 
(kaka kaka), 
Bu (33) 
Bx = [ka( z-i — g-i) — Rola — g-2)1/ ` 
Xi 
Ckukz ri kaka). 
因为 根据 $1 中 方程 (24) 的 椭圆 性 条 件 (7) 有 
kuka 一 kaka > (ku v ka) /4, (34) 
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所 以 这 个 公式 的 分 母 不 等 于 0 . 
令 条 件 (25) 中 第 一 式 的 a = 1, 对 x 微分, Fel, 
对 x 微分 有 


8 ðu 8 Ou )-2 8 
ðr (ku 82) E ðr (ka x, q sat g-i), 


8 Bu 8 Ou 8 
A (ka P) + (ra 52) g C-u — em). 
把 这 些 方程 与 方程 (24) 在 x = x, = 0 上 联 立 起 来 ;我们 


得 到 在 点 (0，0) Lopan, Du mE prea. 
2 


Oxi 8xx, 
系数 行列 式 等 于 
— (ku ke ka)Ckuka -> kuka) | z=: 
根据 (31)，(34) 它 不 为 0 . 这 就 可 以 在 点 (0, 0) 上 把 待 求 解 
的 二 阶 导数 用 这 一 点 的 解 本 身 和 它 的 一 阶 导数 表示 .但 根据 
(33), 在 点 (0,0) 上 的 一 阶 导数 可 以 用 解 本 身 表示 ,因此 二 阶 
3 


ku SE £ 0, 0) = pou(0, 0) 一 vas 8 关 a。 


som A > 
$0, 0) 一 ma 3 5 (pu(0, 0) — r) 
+O (muld, 0) — x) + OCR + D. 
由 此 得 知 ,差分 方程 
REN h, To A y, = 十 kuy;, — Kay + e) 
eT a a (tb, + ya — fyth) 
T Laa) + kaa) + 1 — 0 
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的 逼近 误差 为 O + 2， 其 中 
Ka = E-a + Ë me 8a 一 B-a + 内 v à pHa 
如 果 网 格 o 是 非 沟 匀 的 , 则 用 这 种 逼近 积分 恒等式 的 方 


法 可 以 构造 类 似 于 条 件 (28) 和 (29) 的 式 子 ， 


kaa + Rake Ja tyga ht 
> ys, + ka 2 + + [(Kasyza še 


+ (Kayza)se * (Reayxa)zp E (Rapy¥p )xa 
+ (Rosyxa)zg 十 《kopyap)za] 


+ 
= sy z. Epa=0, zg% 0l G5) 


k ku + kit” 
H FAF (=n. + kuys, — -1y 十 gm) 


h ka +k gt 
F == yz, + kay;, 一 K- + P) 


x SD [Chayss)s, + Qaya )a + f] = 0, 
x, = x; = 0. (36) 
4. 诺 依 曼 问 题 的 高 阶 通 近 差分 格式 ， 在 扼 形 G 一 {x = 

Cr z)|0 < x, < la a= 1, 2) 中 讨论 泊 松 方程 的 第 二 边 人 


问题 ( 诺 依 曼 问 题 ): 


Ama S w: q: Ou 一 Ae), x€ G, 
8x: Ox? 
Bu (37) 
Br = 一 8-o(zp)， za 一 0，: 
Ou ` 
Be Ese), ta ™ L, B a, (38) 


问题 (37) ,(38) 是 我 们 已 经 讨论 过 的 问题 (1) , (8) 的 特殊 情 
况 , 令 后 者 中 的 k= b = 1, sss 一 0 即 可 得 到 。 
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RRS ERC) (3) 的 差分 洛 式 (16) 一 (18) 改写 一 
下 ,使 之 应 用 于 现在 所 讨论 的 间 题 (37),(38)。 
引入 记号 


2 
Vras Xo = 0, 


ha 
Aav 一 Viura Ta ®© 0, L, G9) 


2 
H pa Vra? Xa = L, 


这 时 逼近 于 问题 (37),(38) 的 差分 格式 写成 


CA, + A)y 一 一 p(x)， 
其 中 
fe), “€o, 
f (z) + È galz), r€ @, x, = 0,1,; 
q G) 一 x, > 0, lg 
1 G) + k en += 
a = 0, 1; r= 0, h, 
在 第 三 章 $1 中 曾经 建立 了 差分 方程 (6),(7) 
47 = Ay + Ay 十 ara AA) = —g'(z); 


gs XE G, 


z€ o, (40) 
其 中 


_ ,p10 ppa 
hp uo P BAG SE tH £), 
它 以 误差 Oli +A) 逼近 泊 松 方程 (37). 

我 们 来 构造 以 误差 O (Pt + D 逼近 问题 (37)，(38) 的 差 
分 格式 . 与 (40) 相 仿 ,我 们 将 寻找 如 下 形式 的 差分 格式 
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Ay = Ay + Ay +EH Ay 一 一 oa， 


x€ o, (41) 

其 中 对 z€ 6 的 右 端 @' (a) 应 选 得 使 逼近 误差 具有 所 需要 
的 阶 . 

WRN z€ o 令 @' = g', 则 方程 (41) 与 方程 (40) 相 同 ， 
因此 将 以 误差 Oi 十 好 ) 逼近 (37). 

从 而 剩 下 要 确定 边界 > 上 的 B'。 首先 讨论 z = 0 及 
x, > 0,1, 时 的 方程 (41). 注意 到 (39), 把 方程 (41) 改 写成 以 
下 形式 


2 2 
yn + 全 ya +h tB 


yas tio =o (42) 


计算 这 个 方程 的 逼近 误差 
h 
=u, 十 和 we。 
$ t aa t 
Ou À h, (k 时 h P: 
一 .一 十 二 Ai a 一 一 
Óx, T a (i Bx? tx 12 38) 
M O aup HHO Ou 


6 Óx, 12 ðr Ox, 


+ Ë D + 0( + 49. 


2 2 
CET ORO 


+ 


利用 方程 (37) 和 边界 条 件 (38), 立 即 求 得 
二 h h (R 8 _ B of 
pamang Ae Ox? ri 54) 
-H ôt M-A Dga 
6 Ox 12 Ox? 
因此 ,要 使 方程 (42) 的 通 近 误差 是 O 《ht + hi), RRRA 
x, = 0, z; < 0, L hf 
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+Š sl + O(h + hi). 


M O a ot 
12 Əx; 12 8x 
2 Ë ðf — k 8g 
+ apay £- ') 
AG 6 on I2 Ən 
; 2( 十 好 Bf p M — M g 路 
= g + + 
Et eon 12 ôg 
现在 来 确定 当 xi = x, 一 0 时 @' 的 形式 ， 注 意 到 (39)， 
把 (41) 改 写成 形式 
h 全 PrE 
h +h hth ' bhth 
hih, 
2Ch + h) 
计算 这 个 方程 的 逼近 误差 ， 
h h 1th 
0, 0) = 2 + 1 y 1 PAN 
(0, 0) eR“ 6 kh "n 
hb, y hh, 位 ðu 
Ith) 20h +) Ú, Or 
2 Ou (EE h 2) 
+ 2 9“ 十 Au + [| 21. A 
h ôr 1284 1284) 
+h 8 au p TH O Bu 
3 Óx, 6h, ôx Ox 
b ð pu +O Bu 
3 ðr 6h, Ori 8x, 
+h Q + h) © Ou q h Chit hi) 
18 p, Əri 8x, 18 h, 
8 Ou LEL 8 ðu 
82 Or 3hh \ Ôn Ôr 


8 Ou , 
+(1— Í y)y— =“ |)+@ + 4 十 让 
(1 一 0) a 5) o Chi aD}. 


9’ = f + 


@' =0. 


+ 


+ 


x 


为 了 改变 逼近 误差 表达 式 ， 我 们 利用 方程 《37) 和 边界 条 件 
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(38)， 


hh a2 Ë Bf 
,(0, 0) = 1h f F ( E E 
%(0, 0) mta aE 6 n 
PE ie dea) +? +B Bf 
6 8 好 ) h 6 Ox 
H — h aea) PIES (EC +) 
12 Bx/ hh 72 
x Og p AA), Dga 
Oz} 72 ôr 
hth, de + Ha 一 四 
12 "~ Ox 12 


8z., Y ø 4 
x a) @' + O (à + D}. 
由 逼近 误差 的 形式 可 知 ,如 果 假 设 当 x = x, = 0 B$, 


A ; 2 h 6f , kh 
0, 0) = 0 一 十 
@'(0, 0) 一 9 (0， 六 | 二 ç Da m.) 


a aos 


+# +C Pk] °: AGEL 
12 hihi 
x obia + HED oga p +h 
2 8x; 12 
x G 一 c88- + B Q + D Pea), 
Ox 72 Ori 
则 逼近 误差 的 阶 为 O Q! + 六 )， 式 中 "是 任意 参数 , 它 的 合 
理 选择 ,通过 研究 格式 (41) 的 收敛 速度 就 会 清楚 . 
对 边界 > 的 其 它 区 段 Am D 可 类 似 确定 . 
5. 曲线 边界 上 第 三 类 边界 条 件 的 有 逼近 〈 协 调 网 格 )， 到 
目前 为 止 我 们 已 构造 了 一 些 含 导数 的 边界 条 件 的 逼近 ， 但 所 
讨论 的 这 些 边界 段 都 是 直线 并 且 平 行 于 一 个 坐标 轴 ， 本 段 和 
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下 一 段 我 们 来 研究 更 一 般 的 情况 ,边界 段 或 者 是 曲线 :或 者 是 
不 与 任 一 坐标 轴 平 行 的 直线 . 

设 在 某 个 区 域 G 中 要 求 方程 (37) 的 解 ， 在 G 的 一 段 边 界 
T。 工 满足 条 件 


Ou 一 ku — g(a), z€ To (43) 
ôn 

其 中 > 是 Po 的 内 法 线 方向 。 设 T, 由 方程 
ta = palt) n< r<, e = 1, 2 (44) 


给 定 . 为 确定 起 见 , 假 设 函 数 plz) 的 导数 pe(#) 为 正 且 满 
ERA 

0 < muile) Sn) < Ma) < ©, (45) 
而 区 域 位 于 边界 汪 侧 (图 212. 


图 21 


我 们 说 在 区 域 G 中 引进 了 协调 网 格 ( 和 边界 段 Po 协调 的 
网 格 ), 如 果 对 于 与 条 件 (44) 相 关 的 值 x*， 它 的 节点 由 直线 
x= palti) a= 1,2, i=0, +1, ° 
的 交点 给 出 (图 21). 
我 们 在 协调 网 格 上 构造 边界 条 件 〈43) WEER. 将 
(4.3) 改写 成 形式 
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w cos (n, x1) + a cos (n, x1) = ku — g(x). 
并 构造 这 个 条 件 的 最 简单 的 逼近 式 
Ya, cos (n, xi) + ys,cos(n, x:) = xy — g. 
计算 上 述 方程 的 逼近 误差 


Y = u,,cos(n, x,) + uz, cos(n, x;) 一 ru + g 


— [2 +Ë + ot] 
[2 + S + OHP) cos Cas z) 


2 
十 = 一 EF + O)| cos G, x,) — ru + g 


+ 5 
h 
一 和 cos (n, x1) = = > cos (n, z) 


Ou +y 2 
XDA HOCS + h). 
我 们 把 台 汽 误差 表达 式 作 一 改变 ,假定 步 长 好 是 给 定 的 ,而 
步 长 h 由 以 下 条 件 决定 : 
H cos(a, z) = 一 全 cos(n 2) + OCAT) + 全， 
注意 ,在 所 讨论 的 情况 下 ， 


cos(n, x) = > cos (n, x)=— f 


Vue + pè VEET 
选取 b, 的 条 件 可 以 写成 如 下 形式 : 
Ctm — h) / Q Va + aP ) = OEY + D. 
注意 到 (45) ,我 们 得 知 ,如 果 令 
h = B Ë: + 0(GiDD, (46) 
Pi 
则 这 个 条 件 将 成 立 。 
设 (46) 成 立 ， 这 时 考虑 到 (37) , 通 近 误差 变 成 
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一 名 Ar + OCOY + R) 


mt 
2 Vu + 2 
ht A $ 
= -t i t OY + iD. 
2 pèt 
由 此 可 得 ,差分 边界 条 件 
Yz, cos (n, x1) + yz,cos(n, x;) 
At 
= xy— [g + Í (47) 
( 2 Vu + pe ) 


以 误差 OCP + 他) 逼近 条 件 (43). 


$4. 弹性 理论 方程 组 的 边 值 问题 


本 节 将 阐述 各 向 同性 物体 在 平面 形变 情况 下 弹性 理论 基 
本 问题 的 提 法 ， 将 构造 出 逼近 平衡 方程 和 边界 条 件 的 差分 方 
程 。 所 有 讨论 都 是 对 各 边 平行 于 坐标 轴 的 矩形 进行 的 . 
1. 弹性 理论 的 基本 平面 问题 .在 第 一 章 $ 1 中 指出 ,各 
向 同性 的 均匀 弹性 固体 在 平面 形变 情况 下 的 平衡 方程 组 具有 
(31) 的 形状 。 如 果 物 体 不 是 均匀 的 ,而 形变 仍然 是 平面 的 , 则 
根据 第 一 章 $ 1 (30) 式 , 这 时 的 平衡 方程 为 


E (Ca 十 1) 252) plC 2) 


8 ( 2) 8 ĝu, 
+ ax \* ax) t ax, (a a) + F. =, 
8 ( 2u) 8 ( 2u) ô ( Ou 
KREY + + 
Br Ox, Bx Ox, Ox E aa 


+3 E (orrie + p, =o, 


(1) 


我 们 提醒 一 下 ,方程 组 (1) 中 未 知 函数 w,《x) 和 w(x) 分 别 表 
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示 质 点 在 坐标 轴 On 和 On 方向 上 的 位 移 ,而 1(2) > 0 和 
pC) > 0 是 表征 物体 弹性 性 质 的 拉 梅 系数 . 

对 于 方程 组 (1) 可 以 提出 这 样 的 问题 , 即 求 向 景 = Ga, 
J) 使 其 在 区 域 边界 T 上 取 给 定 值 (第 一 边 值 问题 ) 


u = gi» m= g 3 z€ T, (2) 
如 果 在 区 域 边界 上 给 定 应 力 , 则 我 们 有 第 二 边 值 问题 , 按 


由 第 一 章 $ 1 的 (28),(29) 和 (32), 这 时 的 边界 条 件 为 


la + 2e) Sa 2u Fi 1 2u] cos(n, xı) 


ðu, Buy 
+l u ass G) 
ĝu, Qu) Q Om 
十 十 +G 二 2 
n (SE Bx, cos(n, x1) Bx, € n) 


Ou; 
x Fz 8]cos(n， x) 一 — fhs 


这 里 # 是 边界 的 内 法 线 方向 . 
如 果 在 区 域 边界 上 给 定位 移 向 量 在 法 线 方向 的 分 量 和 应 
力 向 量 在 切线 方向 的 分 量 , 则 有 第 三 边 值 问题 


uicos(n, x) + mcos(n, x) = g; 


E Ë (° = Bia) cos (n, x1) cos(n, x) 


+ (2s + 2a) Cosin, xı) — co(n, =))| 
a O 
对 方程 组 (1) 常 常 提出 混合 问题 , 即 在 一 部 分 边界 上 给 出 
一 种 边界 条 件 ,而 在 另 一 部 分 上 给 出 另 一 种 边界 条 件 . 
当 边 界 平行 于 On 轴 且 区 域 位 于 其 上 方 时 ， 条 件 (3) 和 
(4) 可 写 为 
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(8m + Bu) = — Ale, 0), 


G ðr, Bx 
2 Žu ai G + 2p) 2 2 = — f(x,, 0), (5) 
3u, 3 pa 
m= glan 0), p ( 2 Ea 区 frs0). (6) 


2. 问题 (1), (3) 的 差分 逼近 .我 们 来 构造 逼近 方程 组 
《1) 和 边界 条 件 (3) 的 差分 格式 ， 并 设 区 域 是 各 边 平行 于 坐标 
轴 的 矩形 . 我 们 用 里 兹 方法 来 构造 格式 . 

it G = {x = (x, x)10 < ra < las a = 1, 2}, TIT 是 G 
的 边界 . edad A 内 的 解 存在 ， 则 它 
使 下 面 的 泛 函 达到 极 小 值 


TO = we) — [| Pa (Fun + Fya)dr,dzs 
= [Hia Ou + hC bma 
+ hz 0)a; + faris L)a,]2x, 
: — 0, zdu + fs am 
+ (0, xz), + fh, z), ]dz;, (7) 
其 中 


w) =+ hh Ci + (891 


alee gay a (B m) 


ôx, Ôx ôx, Ôr 
X dxdt (8) 
是 物体 的 弹性 变形 能 . 
使 泛 函 (7) 达 到 极 小 值 的 向 量 # = Ga, m), wa € WIG) 
称 为 问题 (1),(3) 的 解 . 


根据 里 兹 方法 ,用 有 限 维 子 空间 V 有 逼近 空间 WG), 并 
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BEZA O) 在 子 空间 V 中 达到 极 小 值 的 向 量 # 一 Ga m), 
zee V 称 为 问题 (1),(3) 的 近似 解 . 

构造 近似 的 有 限 维 子 空间 的 方法 同 我 们 在 $ 2 中 第 2 Z 
应 用 布 本 诺 夫 - 伽 辽 金 方法 时 所 做 的 相同 . 亦 即 , 设 

o = {x = n = (af, 2P) |f = icp ha = la/Nas 

ie = 0, l; +t, Ne; a= 1,2} 
EKR G Eh932J806808. PKR G 分 成 一 些 边 长 为 名 
和 加， 顶点 是 网 格 6 节点 的 矩形 子 区 域 . 设 
GLi] = {x = (z, 2) laf? < r, < rsat}, y 

每 个 子 区 域 GL 站 又 用 通过 它 的 相对 顶点 (x89, 9), Ga, 
xt) 的 直线 分 成 两 个 三 角形 . 左上 三 角形 记 为 A+[ 门 , £ 
下 三 角形 记 为 AE] (区域 G 划分 为 三 角形 如 图 22). 将 
在 G 中 连续 且 在 每 个 三 角形 Atli] 上 为 线性 的 函数 所 组 成 
的 空间 取 作 WCG) 的 子 空间 了。 


< 


图 22 
我 们 求 问题 (1),(3) 的 如 下 形式 的 近似 解 


五 一 (2(z)， 瑟 (zx))， (9) 


N, Naz 
zu(x) 一 2 > Yazin) a= 1,2, x€ G, 


Ph=0 1=0 
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23 
其 中 {mi(*)}, j 一 Go hb) 是 空间 7 的 基 . 

为 了 利用 (9) ,我 们 给 出 了 的 基 . 显然 ,在 G 中 连续 在 每 
个 三 角形 At] 上 为 线性 ,并 且 只 在 网 格 5 的 一 个 节点 上 不 
为 0 的 函数 的 全 体 可 以 取 作 了 的 基 .。 我 们 假定 w(<) = 1， 
对 于 所 取 的 基 ,(9) 中 系数 y. 就 是 近似 解 在 网 格 6 的 节点 上 
的 值 . 

PRETERA n, (z) 只 在 图 22 中 细 任 线 画 出 的 一 个 
小 区 域内 不 为 零 . 当 0 <¿,< No, a = 1, 2 时 ,给 出 坐标 函 
数 ni (x) GHS T BE 无 的 内 节点 的 函数 ) 的 公式 具有 S 2 中 
《16) 式 的 形式 ,这 里 由 于 网 格 5 的 均匀 性 应 取 ha 一 ha。 如 
RER ww; 的 一 个 或 两 个 足 标 取 值 0 或 N。, 则 它 的 公式 可 以 
很 容易 地 根据 $2(16) 式 写 出 .图 23 EEH TAX n CEH 
不 等 于 0 的 区 域 上 的 图 形 . 

我 们 来 求 出 (9) 中 未 知 参数 ye 应 当 满 足 的 方程 ， 为 此 将 
(9) 中 的 EC) RACC) ,结果 得 到 函数 J), BRAF 
2(N, + 1)(N; + 1) 个 变量 Yaso 

HJO 对 这 些 变量 求 导 数 并 令 一 阶 导数 等 于 零 ,得 到 确 
定 参数 yu 的 线性 代数 方程 组 .这 个 方程 组 形 为 


Ni N, 2 w 
D > 27 Aien = Paini? 
而 =0 j=0 B=1 
ji 一 0 No a= 1,2, (10) 
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其 中 
PF, h fh ñu Sg; 
Aii = Í | | 1 + 2p) -Diir iva 
s o Jo K p) Br。 x, 
Oni Bm] 
T or, Örs dx, dx; 


11 
naf Omi On — Ən un 
Í Í fa Dr, Or tH Gx 


Bn, 
x— | dxidxza， G, =1,2, c É 


Osii, = F f Foni dz dz, + j foi ds. (12) 
我 们 根据 $ 2 中 关系 式 (20) MARAH At 一 hs。 时 导数 


2a 的 形式 来 计算 系数 Al M $ 2 的 (11) 和 (20) 得 到 , 当 
li ~=, il >1 或 | 一 hl >1 时 asih = 0, 此 外 ， 
ABA A Aigi = 0. 
因此 ,不 等 于 零 的 只 可 能 是 如 下 几 个 系数 : 
Ani. Apki, AU. 人， 的 二 4 人 at 
假设 拉 梅 系数 M e 是 常数 ， 首 先 计 算 当 ¿ 0, No 
a= 1, 2 时 的 Ahia 


y h ha ] 
43 和 一 2 [wa + 20 + > aXß, 


LXI usti h 
aig = aliie = — g Q + 20), 
Ai "P. À 
At! = Aii = — gip . 03) 
í hı 
A 


N h 
Ajit — AGa 一 -7 0 +2), 
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0 
aih FI 
Asi = —QG + n). 


IN ailia IA 


Afiti = Abatia ABs 一 Afii = 2 + e, 


iHi -irim GQ +e) 
Ahh 1+! a ABB FL Sa = P BA 


现在 计算 当 关 关 0, N 时 的 Ai. 根据 前 面 所 作 的 说 
明 , 只 有 以 下 系数 可 能 不 为 零 : 
Afio Ahio Ang, Apo, Abg, 
它们 分 别 等 于 
4 一 血 (a + 20) + Ë= ç, a % p, 
ha hs 
ai= hn, 


Aige Alig m jh Q + 2p), 
Zh, 


Aii = ŽO + 20), 


2 


2iy+1,0 2 — — Aa 
AB = AB a e 


2h, 


aithi — 
Azio 0, 


0 htl a — 
asio = Abn 


É, a 8, (14) 


aiii = 


2i+1,0 om gli- 一 
Aio Až 一 ? 


2 


iio a Alistio— Ë 
Au = Aup =e 


最 后 计算 包含 在 方程 中 相应 于 左下 角 和 右 下 角 的 系数 


. 2il» 


athi 


对 于 点 O, 0) 有 
= — 1 (bs he ,a 
六 一 ($ Cu 十 办 十 名 r) ep, 


(16) 


h 和 十 2 w h P 
uo e 2 A e: Y 
Aio h 2 3 100 h 2 > 
h Ë 
A m 
m h 2 , 
an= t trte, A= 0, A$ = 0,a = 8, (1°) 
3 
s= an= i, A= 48 E, 
ai= He, e * 8. 
对 点 GQ 0), 有 
A 
bb z hg 2 
AING = h 2+24, ANg = = h. a 
hı 2 2 
£ h E h 2 十 2 
AN: Rg E ni ANI 一 — ot “ 
2Ni0 h 2 2N10 ha 2 > 
4 人 8 一 一 ite, a < 0, 


a] a 1 
AR A 


现在 将 (13) 一 (16) 代 入 (11) ,进行 一 些 改变 后 ,得 到 : 
方程 的 逼近 


G + 2e) Oen + (ys, + tte LOD t OD] 


w s Go z) € o, 
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07 


tte ldan + Odea] + adas 


t é 
+ A + 2u) Oen 一 一 1, 2 (zo z) € o$ 
边界 条 件 的 逼近 
HODs E Oa] +Ë [G + 20) Ossa 
+ Q + a)(y); a, ] 一 一 2, 
z (18) 
UDa, + G + Wa + Ë [G + Dan 
+ ply)an] =C— 1: 
当 réð, r= 0, n), h; 
角 点 处 边界 条 件 的 远近 


À; h, 
= AEDO De + (y), ] + 一 于 一 
" ya OD + AO) 元 二 让 


hiha 
X pLCy)s, + Oal + th 


Pi» 


LA hı 
a 十 (十 2 na E a a 
k +A! a 十 《 P)O] ETR 


hh 
x + I] 十 — 
BECO), + Oaa] i l 


x (Q + pas, 一 一 — 
i a9) 


x (2 十 Oan 一 Pis 


Z u 
h + h, 
当 x, = x= 0, 
h; 
_ 2 十 2 + 
Eri IC K) Oa, + Aae] 


1 2 


Pı, (20) 


h 2 
+ 1 + = 一 
pay BLOD, + (ya)a,l EN 
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ea [G + 20)(y),, + Aa] 
e: Et q> 
34 r, = 1, n=l. 
在 边界 其 它 各 段 ,类 似 (18)- -(20) 也 可 以 写 出 方程 . 
我 们 来 计算 所 构造 的 方程 (17) 一 (20) 的 逼近 误差 ， 不 难 
验证 ,方程 (17) 的 通 近 误差 具有 形式 


$. (z) 一 (去 Pa — F(a) + Oli + h), z€ o. 
但 由 (12) 得 到 , 当 x€ o 时， 
Pa 一 人 wepreeosnan， 


G 


而 
ffa dzd = hih, fj NCE) z, — xso)dxidr 一 0。 


G G 


因此 对 于 足够 光滑 的 Fe(z)， 
Z e. — F.G) = O0 + 3) 


所 以 
g(x) = OC + H). 
对 于 方程 (18) 我 们 得 到 
$G 0) = —LGa 0) — Ë Fafa 0) 


+ + OCh + h), z= 0, he 
i 


根据 (12) 
Palris 0) 一 


— 


| F.(z)n; 6 (a)dr 


+ ° 


全 wwe OG 048. 
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因为 
ff mo(z)dr = hh, Ñ Wixi Odri = h, 


Ë nis zo Ox1 一 xp)dr = 0, 
所 以 对 足够 光滑 的 Fe) 和 大 (xi 0) 
xb 0) = Ë Fs 0)+hf 0)+ OOED); 
因此 


Palris 0) = OCh + h), x= 0, h. 
方程 (19) 的 逼近 误差 可 表示 为 


TA _ hh 
$.(0, 0) = — (0, 0) a ED F (0, 0) 


+ (0 0) 
pry ) Q 


8 
x zz + B, (Q + u) 


Br 
十 Ha E] ut Oit), sp， 
并 且 根 据 (12》 
pe(0, 0) = ff mm(z)Fe(z)dx + 上 nalis 0) 
G 


X fo 0)4a 十 | mu(0， 1140, dza 


- +h r f(0, 0) + OCA + D. 
所 以 
$.(0,0) 一 OCh + h). 
类 似 地 可 证 明 
Palli» 0) PF. OCh YE h). 
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$ 5. 四 阶 方程 的 边 值 问题 


本 节 我 们 引信 在 弹性 薄板 弯曲 理论 中 遇 到 的 基本 的 四 阶 
微分 方程 ， 以 双 调 和 方程 为 例 列 出 四 阶 方程 的 连接 条 件 和 各 
种 可 能 的 边界 条 件 . 连接 条 件 和 边界 条 件 先 以 四 阶 常 微分 方 
程 为 例 作 为 模型 . 

1. 四 阶 方程 。 我 们 在 第 一 章 $ 1 中 已 指出 , 受 横向 荷载 
的 各 向 同性 均匀 薄板 在 小 挠 度 情况 下 的 平衡 可 近似 地 用 下 面 
的 方程 来 描述 

tw tw tw 4 a) 


Aw = +2 + 一 一 ， 


8xz GEES Or! D 
这 里 w* 是 薄板 中 面 的 找 度 , D 一 EA: /12(1 — v) 是 板 的 柱 刚 
度 系数 ,E 是 杨 氏 模 量 ,» 是 泊 松 系数 ,4 是 板 的 厚度 ,4 是 横 
向 荷载 的 强度 . 

如 果 板 的 柱 刚度 系数 D 不 是 常数 ,这 是 可 能 的 ,例如 在 变 
厚度 h(x) 的 情形 下 , 则 根据 第 -- 章 $ 1(15) 和 (19) ,平衡 方程 
的 形式 为 

CR + 2 p (5 +,22) 

B 2 [p0 =» ae] = € D 

如 果 板 的 材料 不 是 各 向 同性 的 , 且 就 其 弹性 性 质 而 言 , 具 
有 三 个 相互 正 交 的 对 称 平面 ,那么 该 薄板 称 为 直 向 的 。 如 果 
取 这 些 平面 为 坐标 平面 , 则 直 向 材料 的 虎 克 定律 有 如 下 形式 


E 
二 一 《sn + nEn) 
1 — sm 


Ti 


Tu =- E, 
1 — sm 


(sa + veu), Ta = Gë 


* 216 <. 


这 里 E 和 E, EE SSE, » A x, 是 泊 松 系数 (Evs= Em), 
G 是 前 切 模 量 (各 向 同性 时 G 一 E/2(1 + >)), 


均匀 直 向 薄板 平衡 方程 为 
ðw ðw Fw _ 
Dra aaa T Papa T G) 
其 中 
Di Ep ， Ep 


z RA — x) g 12G 2 vm) 
D; = Dx, 十 2Dkp， Dre = Gh/12 
(D, f D, 是 抗 弯 刚 度 系数 , Dre 是 抗 扭 刚度 系数 )。 

如 果 直 向 薄板 又 不 是 均匀 的 , 则 平衡 方程 为 

8: Bw Ow 9: Ow 

öx [.( ad T” aa )] ta bat ð 

Pw æ dw |] 

* Ox? )| ga 8x,Bx, [p= z] T (4) 

考虑 到 更 一 般 的 各 向 异性 板 ， 考 虑 中 面 上 的 力 以 及 其 它 
情况 ,还 可 以 写 出 描述 薄板 平衡 的 一 系列 四 阶 方程 ,但 我 们 不 
去 这 样 做 了 . 

2. 四 阶 常 微分 方程 的 连接 条 件 . 在 列 出 方程 (1),(2) 的 
连接 条 件 之 前 ,我 们 讨论 方程 (1) 的 一 维 模型 .在 横向 荷载 作 
用 下 的 均匀 杆 的 平衡 方程 就 是 这 种 模型 : 

Bw (x) = q(a), (5) 


这 里 B 一 EJ 是 抗 弯 刚度 系数 ,E 是 杨 氏 模 量 , J 是 杆 截面 的 

惯性 矩 ，g 是 外 荷载 强度 . 通常 称 o ARRE, w 为 转角 ， 

Bw” XZE, Bw” 为 前 力 ， 讨 论 长 度 为 1 的 杆 , 左 端 坐标 为 
x= 0, 右 端 为 x 一 !/。 量 

w= zf 

2 Jo 


Cw" Yax (6) 
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称 为 杆 弯 曲 的 弹性 变形 能 .不 难 验 证 , 求 方程 (5) 的 解 等 价 于 
找 一 个 函数 w(x), EZA 


IG) = w — f w(x)g(e)dr 


的 -- 阶 变 分 为 零 . 

考虑 两 个 杆 的 系统 ， 其 中 一 个 位 于 * 轴 的 区 间 [一 1, 01 
上 ， 而 另 一 个 在 区 间 [0,1] E. 假定 左 杆 的 刚度 系数 等 于 
B", 而 右 杆 等 于 B*+。 设 两 杆 处 在 强度 为 4(*) 的 外 荷载 作用 
ZF. 根据 (6) , 左 ( 右 ) 杆 的 能 量 为 


er (=E f ea) 
引入 泛 函 
Iw) = w- + w* — f Wh, (7) 


令 它 的 一 阶 变 分 等 于 零 ,我 们 来 说 明 函 数 w) 在 xz 一 0 
P Susu qasa in 我 们 有 


öl = -Z 2 (w + tõw)| — 
dt 


0 i 
= B- Í ” w"6w"dr+ B+ | w"6w"dx 
1 
== | ;28wdx。 
进行 分 部 积分 并 令 61 一 0， 得 到 
fo 1 ü 
B| i w®swdz + B+ | zl 人 5tdx 一 Í ,96wdx 
一 o 一 | 
° 
+ BCw' 5w 一 ww) | 7 
1 
+ Br(w”6w’ — m” 80) | 一 0。 


由 此 ,利用 函数 5w 的 任意 性 ,在 + 一 0 有 
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nio 


B (wsw’ — ww) z= — B(w" 8w 
— w"sw)| z= = 0. (8) 
x 一 0 处 的 连接 条 件 决 定 于 互相 作用 的 两 个 杆 在 这 一 点 
的 连接 方式 .我 们 假定 在 连接 处 x 一 0 两 杆 的 挠 度 相等 , 即 
w(—0) = w(+0). (9) 
显然 ,函数 6 也 应 当 满 足 这 个 条 件 , 即 5w( 一 0) 一 5&w%( 十 0). 
现在 如 果 假 设 两 村 是 刚 接 的 , 亦 即 , 除 挠 度 外 ， 它 们 的 转 
角 也 相等 
w'(—0) = w'( +0), (10) 
则 方程 (8) 的 形式 为 
(Bt”|,-, — B o” | 二 -o)5w(C0) 
— (B*w" | :=to 一 Bo |,=-)8e'(0) =0, (11) 
因为 在 此 情况 下 函数 ow 也 是 连续 的 . 
再 次 利用 函数 ow) 的 任意 性 ,在 (11) 中 先 令 5w'(0) 一 
0, 然 后 令 5w(0) = 0, 我 们 得 到 
Btw” \ sapo = Bow” | ræs Btw” | reo = B w" \ gm0 
a2) 
设 
B`, = < 0, 
di [zs x > 0, 
回想 起 早先 引信 的 记号 
[s]|,= = x( 十 0) — s(—0) = vn — va 
并 综合 (9),(10),(12) ,我 们 得 到 两 杆 刚 接点 上 一 组 完整 的 连 
接 条 件 
[e] = [w] = [Bw"] = [B:”] = 0, r= 0. (13) 
再 讨论 在 点 z = 0 处 两 杆 的 其 它 连 接 方 式 ， 例 如 假设 在 
这 一 点 两 杆 是 铵 接 的 ， 即 不 限制 它们 相互 间 的 转动 〈 理 想 铵 
接 ). 在 这 种 情况 下 已 经 不 能 再 假定 满足 条 件 (10) ,因此 不 能 
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要 求 函数 ow 在 点 * = 0 连续 . 这 时 方程 (8) 取 形式 
(Btw |a= — B7w"" | z=0)8 w0) 
一 Btw” sw |= + Bow" 8w | zeo = 0. (14) 
利用 函数 ow) 的 任意 性 ,在 〈14) 中 依次 令 5w'( 一 0) 和 
5w《( 十 0)，6w'( 一 0) 和 6w(《0), 6w'( 十 0) 和 5w(0) 等 于 0， 
得 到 如 下 条 件 : 
[Bw” ”] = 0, Bto” | Bw" | :=-。 一 0。 
将 方程 (9) 和 这 些 条 件 合 在 一 起 ， ADMa pas 
完整 的 连接 条 件 
[w] = w”(—0) =—w"(+0) 一 [Bw = 0, 
z=), (15) 
讨论 比 (7) 稍 为 更 一 般 的 泛 函 


1w) =E |! u + B yas 
+ (z [w + £ =), 一 全 qwdx, (16) 
这 里 a“ 和 8 是 某 些 非 负 常数 ,它们 的 意义 将 在 稍 后 一 点 说 明 ， 
泛 函 中 有 一 项 上 wx0)， 追 使 我 们 假定 w(x) 在 点 > — 0 的 
连续 性 ,而 项 ú [wT = z {w'(+0)—w'(—0)} 只 当 函 数 


w'(x) 在 x 一 0 处 为 间断 时 才 有 意义 . 
写 出 泛 函 (16) 的 变 分 并 用 分 部 积分 玉 对 它 进 行 变换 


51 一 sf. WHEwdx + >| ze wdBwdx 
o 
一 Í gwd + B (ww 一 w'aw)| i 
1 
+ Bt(w”6w’ — ww) | 
° 
+ alw law ]|,— + 88 |r. 
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令 变 分 为 0 并 利用 函数 ow 的 任意 性 ,在 x 一 0 有 
{[Bw”’] + Bo)8o],—= + {—alw] + Ba”1Y80"| =o 
+ {a[zw] 一 Ba”)80| =, = 0. 
利用 选择 5w 的 任意 性 ,依次 令 Sw (—0) 和 5w'( 十 0)， 
6w(0) K Sw (+0), öw(0) M sw (—0) EF 0, 得 到 函数 ww 
的 下 述 连 接 条 件 
[Bw”] = —Bo|,= 
alw] = Be”|,=-o oflw’] = Bw” | zepo 
将 最 后 两 个 条 件 相 减 和 相 加 并 注意 w 在 点 x — 0 连续 ,我 们 
得 到 在 点 x 一 0 上 一 组 完整 的 连接 条 件 
[w]=0 alw] = Bw”, [Bw"] = 0, 
[Bw"] = —pw. (17) 
现在 说 明 参 数 « 和 6 的 力学 意义 . 如 果 令 a 一 0， 则 
(17) 的 前 三 个 条 件 和 (15) 的 前 三 个 条 件 相同 ; 而 后 者 是 描述 
理想 铵 搂 。 考 虑 到 这 个 类 似 性 ,我 们 称 e 为 匀 接 刚度 系数 , 当 
e — co 时 (17) 的 第 二 个 条 件 变 为 条 件 [w] 一 0， 所 以 (17) 
的 前 三 个 条 件 和 (13) 的 前 三 个 条 件 相同 ,但 条 件 (13) 是 描述 
杆 的 刚性 连接 ， 自 然 可 看 作 是 无 穷 刚 度 的 铵 接 ， 即 刚度 系数 
a= co HR. MEERI. 
4 0 — co 时 条 件 (17) 中 最 后 一 个 变 成 w(0) 一 0， 但 这 
个 条 件 意味 着 在 点 x 一 0 处 杆 由 刚性 支 座 支撑 着 ,所 以 8 可 
以 称 为 支 座 刚度 系数 . 
现在 来 讨论 条 件 (17) 的 所 有 可 能 的 特殊 情形 : 
l. a =f =G. 
[e]=0 w, =w =0 [Bw"]=0. 
条 件 a = 0 表示 理想 铵 接 ,而 条 件 8 = 0 表示 在 点 x = 0 没 
有 支 座 。 这 些 条 件 与 条 件 (15) 相 同 ， 这 里 wa 一 w (一 0)， 
wa = w(+0). - 


221» 


2. e = const, 8 = 0. 


[e] =0, clw] = Bw", [Bow “一 [Buw = 0. 
X FS ARERR RER. 

3. = = co, 8 = 0. 

条 件 a 一 c 表示 导数 w' 在 点 x 一 0 连续 ,因此 表达 式 
《16) 中 的 相应 项 不 存在 .特别 由 此 得 到 ,，(16) 中 的 两 个 积 
分 可 以 用 积分 限 为 一 1 到 i 的 一 个 积分 代替 . 连接 条 件 形式 
为 

[w] = [w] = [Bw"] = Blw] = 0. 
这 个 条 件 表示 ,两 杆 的 连接 是 绝对 刚性 的 ,它们 可 以 看 成 为 一 
个 杆 .这 里 的 条 件 与 条 件 (13) 相 同 . 
4. a = 0, 8 = const, 
[e] = 0, wi =w = 0, [Bw"] = —8w. 
前 三 个 条 件 说 明 是 理想 铵 接 ， 而 第 四 个 条 件 表示 在 杆 连接 点 
上 有 弹性 支 座 . 
5. a = const, # = const, 
[w] =0, alw] = Bw”, [Be”] = 0, [Bw"] = —$w. 
” 前 三 个 条 件 表示 有 限 刚度 匀 接 ， 而 第 四 个 条 件 表示 弹性 
支撑 . 
6. a = co, p= const. 
[e] = [w] = [Be”] = 0, [Be"”] = —pw. 

前 三 个 条 件 说 明 两 杆 的 连接 是 绝对 刚性 的 , 即 象 一 个 杆 ， 
而 第 四 个 条 件 说 明 存在 弹性 支 座 . 

7.a=0,8= co, 

ta = Wa = w, = wi = 0. 

第 一 和 第 三 个 条 件 表示 左 杆 在 点 x 一 0 简 支 ,而 第 二 和 
第 四 个 条 件 表示 右 杆 在 点 x 一 0 简 支 。 这 种 情况 下 两 杆 相 
互 之 间 没 有 任何 联系 ,可 以 看 作 是 分 开 的 . 
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8. a = const, 8 = co, 
ma = wn = 0, afw']= Bw”, [Be] = 0, 
REELE 28 89 S ER RISE 8218. 
9. a= co, 8 = co, 
ma = wn = 0, [w] = [B.”] = 0. 

村 在 点 z — 0 由 绝对 刚性 的 支 座 支撑 着 . 

3. 四 阶 偏 微分 方程 的 连接 条 件 . 现在 我 们 回 到 薄板 平 
EHEC). 讨论 各 向 同性 矩形 板 , 它 占有 平面 Orr 上 的 区 
域 G+ = (x = (z, zi)10 < x, S las a=1, 2}. 我 们 在 第 一 
章 已 经 指出 , 板 的 弯曲 弹性 变形 能 为 


w= 4 W jp faw) 三 2 人 


2 2 2 z 
oa oa maal ee 

设 所 考虑 的 薄板 在 边 z, — 0 上 与 支撑 它 的 杆 刚 结 , 杆 的 
抗 弯 刚度 系数 是 B+,. 而 抗 扭 刚度 系数 为 C+。 我 们 已 经 知 
道 , 杆 的 弯曲 弹性 变形 能 为 


Shr o 
以 下 积分 称 为 杆 的 扭转 弹性 变形 能 : 
+ he (2) dx (20) 


把 这 些 表达 式 加 到 (18) 式 中 ， 我 们 得 到 有 加 强 杆 的 洲 板 的 能 
量 表达 式 th i 
ofa- [8e 25 


ôx Ox? 
| ak Ga 
一 dx d. 一 B 
Ca } 和 52) 
+f Ow Y 
— dx;. 21 
EC ala ii Q) 
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再 考察 一 块 板 , 它 占有 区 域 C- = (z = (zsz)| — h < 
z, S0,0 < x, < 1,), 同时 在 边 *4 一 0 上 也 有 刚度 为 B- 和 
C 的 加 强 杆 ， 这 块 板 的 能 量 是 


1 一 二 人 [io faw} — 2G -各 名 


人 az 
-2 atf (Y 
+e (FE)], o 


以 某 种 镑 接 来 连接 这 两 个 板 ， 并 且 假定 所 得 系统 的 能 量 
为 


W =wWt+w`- + 1 F [ = | tpw} an。 G3) 
1 Uy 


这 里 正如 村 件 系统 的 能 量 表达 式 那样 , " ERRERA N 
4 是 铵 接 底下 可 能 存在 的 支 座 刚度 系数 ， 
写 出 泛 函 


Ilo) = W — Ju r g(x)wadxidx2. (24) 


求 出 它 的 一 阶 变 分 并 令 其 为 0。 利用 分 部 积分 来 变换 所 得 关 
系 式 并 引入 记号 


Ow Ow 
-各 
M G) aa T” 84 


ow- 2 (e (2 ++ 25) 


-i 2 (GQ — pa Ow -} | (25) 


我 们 有 
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EN ô zw! = 
a f [m pee |a Qiðw lama 


3 
— M. PaA +Q, — + 
ow) + - Ow 

x (B+ Jaw) a Z (e 

G 8x tas 52) 
8 ( +_ Ow ) os 
=. [e -8 5 
8 Bri0x ðn leer 


ta 
=l - ðw \ 8 
| 
Bram lön w 


xi 一 一 0 


=+ -总 | | |Z 


n=+0 


< 由 ,| + Booolsms) ant- …， 


这 里 省 略 号 表示 与 铵 接 无 关 的 项 ， 从 (23) 得 知 ,函数 wlr) 
应 当 在 x, 一 0 连续 ,因此 它 的 变 分 3w 也 应 当 连 续 . 


MERKE ow, u| 各 sw | 的 系数 等 
于 零 ,得 到 


=+ 


Lolle 一 pw + G į 2e} 


9 
n= 


| , a ( + w 

= =—M,+— [c 

a Ox ðr 网 
2u) 8 ( - Ow ) 

a | 2 =—M,—— Í[c : 
E z= ' ðn OriOr /|-=-。 


如 果 代替 最 后 两 个 关系 式 写 出 它们 的 平均 值 及 差 ， 则 连接 条 
件 看 起 来 将 更 为 对 称 。 如 果 这 里 再 加 入 wv 在 x, = 0 连续 的 
条 件 , 则 有 [w] = 0, 并 且 当 zx, 一 0 时 有 
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|J= b+. S) tps 


Zw) 9 ( + Fw ) 
十 + (c 
á ðr /]z=_o Ox, 8x,8x, / lra to 
8 - Ow ) 
一 -fc 
z ( 8x,8x, "ib (26) 


Piar tan) ba C aaa) 
b 
n=. 


elr a) ta C aN 


昌 : + -Ow 
一 一 pw 一 二 (B+ 十 8-) 二. 
为 书写 简单 起 见 , 使 用 记号 (25), 写 出 条 件 (26) 最 有 意义 
的 几 种 特殊 情况 . 
1. = co, 8 = p: = c* = 0. 


twl = [$£] -1m1 _191_6, 4n = 0. 


这 些 条 件 表示 板 是 刚 接 的 ,所 述 条件 还 可 改写 为 


w1- [82] pas] 


-| 中 (De) 


2.a=8=0, Bt= B` = B, C+=C-=C. 


8 w ) 
= M,F A 
[wl 8x, (c 8x.0x, 


_ 0 (p Pe 
[0.1 一 225: (5 rt ). 
这 里 我 们 牵涉 到 的 是 用 理想 铵 接 方式 连接 的 两 块 同 样 的 薄 
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z= 


r= 


板 , 并 且 它们 的 匀 接 边 是 用 加 强 助 加 男 的 ,这 些 劝 条 无 论 对 弯 
曲 还 是 扭转 都 起 作用 . 
3.u 一 co, p =0, Bft= B-= B, ct=C-=C. 


[w] [2] 0, [M] =2 2 (c Ow 


| x, Ox. 8x,0x, : 
a’ ( Ow \ 
ol=2 (p 9 
[9.] Ox? ðr ) 


这 些 条 件 相应 于 由 一 加 强 肋 加 固 的 一 块 整 板 . 

4.u 一 5 一 C- 一 C+ 一 0，B+ 一 B- 一 了 

Lw] |= E M; | z,=20 =0, 

8: 0 \ 

这 些 条 件 与 条 件 2 的 区 别 在 于 加 固 加 强 肋 对 扭转 不 起 作 

用 . 这 时 两 块 薄板 可 以 看 成 和 加 强 杆 不 是 刚性 连接 ， 而 是 支 

EHE. 

5. a = co, g = C = Ct = 0, Br = B` =B, 


[e] = wj- jo i 


-0 Ow 
,J=2—I B 3 
[9] sa [ aa). 


杆 作为 刚 接 的 两 块 薄板 ( 整 块 板 ) 的 支 座 . 
4. 杆 的 平衡 方程 的 边界 条 件 . 我 们 写 出 方程 《5》 在 点 
* 一 0 处 的 边界 条 件 ， 对 杆 的 能 量 表达 式 (6) 加 上 两 项 


FAO mË w (0), 


并 且 假 定 , 由 于 某 种 方式 将 杆 在 点 “一 0 固定 ， 结 果 使 它 的 
能 量具 有 形式 


w -2f Ge” + Ž (w0 + E0) (27) 
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现在 写 出 泛 函 
Iw) = w — | awd 
计算 其 一 阶 变 分 并 令 它 等 于 0。 用 分 部 积分 变换 后 ,我 们 有 
öl = B f wPõwdx + B(w”6w’ 


— ww)l! + (aww + 8Bwëw)| r= = 0. 


由 此 按 通常 办 法 得 到 边界 条 件 . 
—Bw" +aw =0, Bw" + Bu = 0. (28) 
我 们 来 讨论 条 件 (28) 的 一 些 特 殊 情 况 : f 
1. a = 8 一 co。 挠 度 和 转角 等 于 0. 这 是 刚性 镶嵌 条 件 
(MERE) 
w=w = 0. 
2. a 一 0, 8 一 oo。 挠 度 和 力矩 等 于 0. 这 是 简 支 条 件 
w=w = 0. 
3. a 一 8 一 0 .XBJ2S264F00 JE F 0. 我 们 得 到 自由 
端 条 件 
w=w = 0. š 
4. a= co, 8 — 0. RARYHSTO. 这 就 是 对 称 性 
条 件 
w =w" = 0. 
5. a = const. 6 一 co。 挠 度 等 于 0， 而 力矩 与 转角 成 比 
例 ， 这 就 是 弹性 嵌 和 人 条件- 
= 0, —Bw” +aw = 0. 
6. a = 0, 8 = const. 力矩 等 于 0, M HSREREA. 
这 是 弹性 支撑 条 件 
w" =0, Bw” + Bo = 0. 
根据 所 导出 的 边界 条 件 (28) 的 特殊 情形 ， 使 我 们 有 理由 
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称 = 为 镶嵌 刚度 系数 ,而 8 为 支 座 刚度 系数 。 

5. 各 向 同性 薄板 平衡 方程 的 边界 条 件 。 现在 转 人 讨论 
各 向 同性 薄板 的 平衡 方程 (2) 并 推导 出 它 的 边界 条 件 。 考察 
EER CEFE Orn 上 占有 区 域 G = [x = (x, x2)10 专 
x< l, a= 1,2). 假定 在 它 的 边 一 0 上 有 抗 弯 刚度 系 
数 等 于 好 而 抗 扭 刚 度 系数 等 于 c 的 加 强 肋 条 ， 

我 们 写 出 方程 (2) 在 z, = 0 的 边界 条 件 . 如 果 不 考虑 加 
强 刚度 的 肋 条 和 边界 的 固定 方式 , 则 薄板 能 量 由 关系 式 《18) 
表示 ,加 强 肋 的 弯曲 和 扭转 能 量 分 别 由 关系 式 (19) 和 (20) 表 
ZR. 将 板 的 边 x 二 0 以 某 种 方式 固定 ， 我 们 假定 它 的 能 量 
是 

W 一 + W F {D(awy —2(1— wD 


Ow dw ( aw ji 
x —(- 5 Y|) ara 
Ox? Ox? GERGER ) aea 


a a a 
taie (8) + fz h= dx Q9) 


现在 写 出 泛 函 
n 
I(o)= W -— w- 人 gr)w (xz)dxadray 


计算 它 的 一 阶 变 分 并 令 它 为 零 ， 经 过 通常 的 变换 写 出 只 与 边 
x = 0 有 关 的 项 , 则 有 


l; 
¿I = F- (= +») 2 aw 
° Ox? Ox? / Ox 
8 Ow Ow 
+ (E (85 =,25) 
Ox Ox? O72 


十 2 2- (a 一 Dane) 
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Pw -87 
AO) 
82 an)” Br 了 a? 


tabe. Ü sw 十 pupo _ da Foo, (30) 
Br: Əx, z= 


依次 令 ae 和 5w 的 系数 为 办 ,得 到 所 求 的 边界 条 件 


人 > 
8x, Ox? Si 8x, LEREN 


ô = 
8x, \ p (s= Ta L + 23 dr 2 (a »)D HA =) 
x _— 8 A 
= Ox? (e Or: #e), GD 
当 z = 0, I 
下 面 写 出 条 件 (31 ) 最 重要 的 几 种 特殊 情况 . 
1. a = B = co, 这 是 刚性 霸 固 边 的 情形 
w= = =o. G2) 
2.c 一 C 一 0,8 一 co， 这 是 简 支 边 情形 . 
Ow Ow š 
wD +» 84) (33) 
或 
w= 2e 一 0. G4) 


3.a = 8 = B = C = 0. 板 边 是 自由 的 
p (Ez +») 一 0， 


Or? 8x; 
w Pw A) 
pire Te 
= ( (Ss tez 
ð _@w 
+2 AC (G= x) 一 0。 35 
Bx DD Ən G5) 
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4. 4 一 co, 8 = B = 0. 这 时 条 件 (31) 变 成 对 称 性 条 件 
ðw _ Fw š 
Be = az; 一 0。 (36) 
5. =8=0. 板 具 有 由 加 强 肋 加 固 的 自由 边 . 
再 讨论 薄板 角 点 上 的 相 容 性 条 件 . 为 此 我 们 写 出 矩形 板 
的 能 量 表达 式 , 它 沿 着 边 n 一 0 和 %% = 0 有 钢筋 加 固 ， 并 用 
某 种 方式 将 这 些 边 固定 ， 我 们 用 足 标 一 ! 表示 与 边 % 一 0 有 
关 的 参数 (例如 a); 用 足 标 一 2 表示 与 边 —= 0 有 关 的 
参数 (例如 B). 
板 的 能 量 有 如 下 形式 : 


? 1 {> 02, 32 Ow Y 
W = + Í fz- ( +c ( ) 
2 j) t a) ' ôr, ðr 


+a. (2) + Bw Jata 


ee a 
这 里 成 由 关系 式 (18) 确 定 ， 和 平常 -- 样 , 写 出 泛 函 1(w) 并 
计算 它 的 一 阶 变 分 。 令 变 分 表达 式 中 那些 与 点 x, = z, = 0 
有 关 的 项 等 于 零 , 我 们 有 


20 一)D Ce 6w — B- xi 5. 
+ 起 (B- £) 5 一 CC 入 sw 
z Bae a z Ba e ôw 
=G; a FA 一 0。 (37) 


现在 令 3w， Z sen 如 sw 的 系数 等 于 零 ， 得 到 当 x 一 


太一 0 时 的 相 容 性 条 件 


:| 
20 — p 9 + 8 (Bp. 
(r=) AA Əx V 8 
站 (2 Fe Y= ç; 
GEA GEH 
Ow Ow (38) 
BC 
Ox? 8x,9x, 
Ow Pw 


这 些 条 件 只 有 当 6w， O. w 本 身 不 等 于 零 时 才 成 立 。 


例如 若 5w 一 0， (38) 的 第 一 个 删 去 ， 当 
B-a = C.a = 0,0 = 1,2, ios 的 相 容 性 条 件 


2(1 一 2)D 7 一 0。 (39) 


OriOx; 


注 : 因为 我 们 在 任何 地 方 都 没有 考虑 到 外 力 在 固定 线 上 
所 作 的 功 ， 所 有 写 出 的 边界 条 件 都 是 齐 次 的 .如 果 考 虑 到 上 
述 的 力 , 则 就 得 出 非 齐 次 条 件 . 


š 6. 四 阶 方程 边 值 问题 的 逼近 


本 节 我 们 对 上 一 节 所 讨论 的 平衡 方程 ， 连 接 条 件 和 边界 
条 件 构造 网 格 逼 近 . 我 们 用 逼近 泛 函 的 方法 〈 参 看 第 二 章 
$ 3) 来 构造 网 格 逼 近 . 

1. 板 平衡 方程 的 通 近 . 讨论 上 一 节 写 出 的 最 一 般 的 平 
衡 方程 一 一 对 于 非 均 匀 的 直 向 薄板 的 方程 G). BEREE 
形 的 ,在 Ox 平面 上 , 它 占有 区 域 
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G = [z = (rs z.)|0 < x, <1.). 
受 横向 荷载 作用 的 直 向 薄板 的 弹性 变形 能 由 以 下 关系 式 给 


Hi: 

wG)= + |: Í: fo, (sy + p,( Ze) 
Bw Ow 
8x 6 好 


Ow Y 
a ) } i a) 


+ (Dim + Dm) 


+ 4D,, 


考察 汉 本 ei 

I(w)= W(w)— f FË q(x) w(x) dridx,. (27) 

不 难 验证 ，§ 5 方程 (4) 的 各 个 解 都 使 泛 函 7 (w) 的 一 阶 变 分 
为 零 . 

在 区 域 G6 中 引进 矩形 均匀 网 格 6 一 0, X G, 其 中 6。 一 
{ra = rfo), rt = ihes ia = 0, 1, tty Najo HERD 
格 上 逼近 泛 函 (2),，(1). 因为 我 们 现在 只 对 $ 5 DEORE 
近 感 兴趣 , 为 简单 起 见 假设 薄板 沿边 界 是 简 支 的 , 即 满足 $5 
中 的 边界 条 件 (34). 

将 (1) 中 前 三 个 积分 和 (2) 中 最 后 一 项 积分 用 梯形 求 积 公 
式 代替 ,而 将 (1) 的 最 后 一 项 积分 用 各 种 矩形 求 积 公 式 的 线性 
组 合 代替 .考虑 到 $ 5 中 的 边界 条 件 (34)， 我 们 有 


1 sn [ (ze ) ( Ow y 
W~ D + D. 
2 — l loa ? a 


2 2 
+ (Din, + Do) Ze) hh 
+R Ei) ht D pw 
2 wot fafa; 
dw a »( Dw ) 
+ — 
Bom) h: x xx, / hh 
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k Er Jaa} 


f Ë G m(z)dx dx; ~ > qwh,h. 
IEHŽEKEDLEA. 设 
w 
Əx; 
而 每 个 和 式 中 的 混合 导数 将 按 这 样 的 原则 来 逼近 ， 即 使 得 对 
于 给 定 在 5 上 的 函数 可 以 进行 相应 的 求 和 ， 将 所 述 允 近 式 代 
入 (2), 我 们 得 到 泛 函 (w) 的 如 下 逼近 式 : 
LO) = WO) 一 21 qe) ye) hb, 


WD = + D (Dya. + Dye) 
+ (Div: + Dw, )yz,x Y3, Mha 
z2 +Í > D,i,(yza,) hiha 


“fx ef 


中 >; D,,(y: +J hiha 


+ x +, 
ef x ta, 


+ D) DeO, hh 


ta, x eË 
中 > Duy haha} 
L,G)EE3EBNE y(r), z = rE o 的 函数 ， 计 算 它 的 一 阶 导数 并 
令 它们 在 i, 一 2, 3，…，N。 一 2 的 * 点 上 等 于 零 ,我 们 得 到 
85 方程 (4) 的 有 逼近 式 : 
(Dilya, 十 2yzic))zr + (Dayz, + Pye) an 
+ (Dryas zir (Drey a,r, )ziz 
+ (Diya, )e,s, + (Drey zr )3,2, =q. (3) 
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如 果 薄 板 是 均匀 的 , 则 方程 可 稍微 简化 为 
Diyairazir 十 Dyzia, 十 2Diyziriax — q> (4) 
其 中 
D, 一 Di + 2D,,. 


如 果 薄板 又 是 各 向 同性 的 , D, = D, = D. = D, WAH 


下 方程 : 
ARY = Yrs 十 Pyat 十 Yez = G/D. 6) 
容易 验证 ,在 系数 和 被 逼近 的 解 足 够 光滑 的 条 件 下 ,方程 
(3) 的 逼近 误差 为 0( 及 十 好 ). 


2. 四 阶 常 微 分 方程 连接 条 件 的 逼近 . 如同 $ 5 第 二 段 一 

样 ,我 们 讨论 两 个 杆 的 系统 , 第 一 个 杆 在 未 变形 时 位 于 Ox 轴 
的 区 间 [ 一 /, 0] 上 ,而 第 二 个 杆 位 于 同一 个 坐标 轴 的 区 间 [0， 
1) 上 . 设 第 一 个 杆 的 刚度 系数 是 B ;而 第 二 个 是 Bt, 并 且 两 
杆 均 受 强度 为 a(x) 的 横向 荷载 作用 .所 考虑 的 杆 系 平衡 位 置 
的 形状 由 $5 的 方程 (5) 撕 述 , 这 里 要 设 第 一 个 杆 的 B= B-， 
第 二 个 杆 的 B — B+。 我 们 假定 ,在 杆 的 连接 点 x 一 0, 杆 的 
搁 度 函数 w(x) 满 足 $ 5 中 的 连接 条 件 (17): 

[e] =0, alw'] = Bw”, [Be”] = 0, 

[Bw” ] 一 一 pw， 当 xz 一 0. (6) 
我 们 的 问题 是 构造 这 些 条 件 的 网 格 逼近 . 为 此 在 区 间 [—1, 
1] 上 引进 均匀 网 格 © = {x = x, = ih|i=0, +1, +++, +N} 
并 在 这 个 网 格 上 逼近 s 5 中 的 泛 函 (16): 


1(w)= É (w"Ydx -H z í (w”Ydx 

+ (z [wP + £ w) 一 | aa, (7) 

从 这 个 泛 函 曾 得 到 $ 5 的 条 件 (17). H o = {rli = 0, +1, 
“, 土 (N 一 1)} 表示 网 格 o 的 内 节点 的 集合 ， 用 ws 一 
{zli = 一 1, 一 2，,…, 一 (N 一 1)} 表示 区 间 [ 一 /, 0] 上 网 


. 235» 
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格 的 节点 的 集合 ,用 wr 一 {zxili = 1, 2, +, N 一 1} 表示 区 
闻 [0, 1] 上 网 格 内 节点 的 集合 .因为 我 们 只 对 逼近 连接 条 件 
感 兴趣 ,为 简单 起 见 将 设 在 * = + 1 满足 简 支 条 件 

w=w =0, r= +l . 
用 梯形 公式 逼近 (7) 中 出 现 的 积分 ,考虑 到 边界 条 件 ， 我 们 有 


F qwdz ~ > q(x) w(x)h, 
E. (wdr ~ X, Go”) + (wi yE, 


ox 


f (w"Ydz ~ Do 'Yh + Co 


其 中 | 
w, = w”(—0), wr = w”(+0). 
将 这 些 近似 式 代 人 (7), 得 到 
1(w) ~ 二 人 xe yi + > G” 


一 2 > TOLON 十 + £ w? (0), 6) 


中 
1 ThB- 7 hB+ or ‘2 
nl) 
当 *e oz Ñ z € wn 时 ,将 导数 w” 换 成 二 阶 差 商 


w” ~ Wars XE ayomy 
而 在 点 * = 0 处 导数 的 逼近 方式 我 们 将 特别 研究 . 
首先 讨论 当 。 有 限 且 不 为 0 的 情况 . 根据 (6) 
BWAY + BHY = (E + E) (Bo 
1 2 
-(4 + 去) a[l w T |, = 
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将 这 个 关系 式 代 人 (9) 可 得 


a haf 1 
s= li + 把 (二 + 去 Iw (10) 
写 出 导数 妈 度 最 简单 的 逼近 式 并 探讨 其 误差 


Ge, — walaa = [wl + ZG + w) + OG. 
利用 条 件 (6) 的 第 二 式 和 第 三 式 ,我们 有 


i 


x{w' J + O(#°) 


+ ah í 1 aY 
[wl = [l t3 Ara + 去 ) 
X (wx 一 w:)| z= + OCh’). 
将 这 个 关系 式 代 入 (10), 求 得 


n=-2{ +@( L + L) [w Plm 


a > Í: ki s: (z ) Ce S, FOUY, 


路 去 量 O), 我 们 得 到 (10) 式 的 逼近 


f Sft A( L+ 2) CG way, a) 


现在 考虑 极端 情况 <。 = 0 Ma — 0, 如果。 一 0， 则 根 
据 (6)， 
w, = wr = 0, 
因此 h 等于零。 形式 地 在 (11) 中 令 e 一 0， 我 们 得 到 逼近 式 
h< 0。 和 如 果 a= co， 则 根据 (6)，[w']|o 一 0 且 关系 式 
《9) 取 形式 
D= E {BHWP + B wY), (12) 
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在 (11) 中 令 e — co 取 极限 得 到 


B+B- iS 
1 CIES SA was), 
通过 泰勒 公式 展开 求 得 
BIB- igi Ən 
MBt+ B) * 
一 4B+B- oo 3 
ro) (wi +w) +o) (13) 


由 于 条 件 (6) 中 第 三 式 Btw = B wi, A 
B+B-(w + w5) = BtB (w1) + BtB (7 
+ (Btw: Y + (Bw? 
= (B+ + B){ B(w) + B(w}. 
将 这 个 关系 式 代 人 (13), 求 得 
B+B- (w. 
MBt+ B”) ` * 
o SEBA wi) + B-(2) + OW). 


一 ws) 


把 这 个 关系 式 和 (12) 比 较 ,我 们 看 到 ， 当 ,a — co 时 通 近 式 
(11) 的 误差 为 CC 思 )。 
现在 将 所 有 近似 式 代 人 (8), 得 到 泛 本 (7) 的 岗 格 台 近 : ` 


nG) = HLB- Dh + D (yah 


—2 m+ Shi + (+ Pl: 
x (ye =y) + £. 0). (14) 


变换 (14) 中 那些 与 点 * = 0 有关 的 项 : 
+ 238 > 


sh+ 90 L iN o-n 


2\B- B+ 
| eh í 1 1 y 2 
=% 1 t E| +< ir) 
2 2 (z: bt Gy 
B-B+ | 1 k a 
= m Yar Ve 
B` 十 B+ 1 +í 1 +4) 
2\8 B+ 
引入 记号 
B`, z€ was 
w Bt xE Ons 
B =) 2p-p* Í 1 ] 
N: 1 >» X= 0. 
B- + B* rg Hes 4) 
2B BE 中 


， 乔 用 这 种 记号 ,(14) 将 成 为 
DO = 1 D Ey) + Epo) 


POOLA (15) 


“ 泛 函 (7) 的 逼近 式 已 建立 。 1,(y) 是 变量 yGO, z€ o 的 函 
l 数 .将 它 对 y(x) 微分 并 令 其 一 阶 导数 等 于 0, 对 xi, i 一 0， 
士 1,…' 士 (CN 一 2) 我 们 得 到 如 下 方程 : 
(By): — Bole) = gC#), (16) 
6(x) 是 5- 函 数 的 网 格 模拟 ， 
对 x 二 土 24, 土 34,，*…， 土 (1 一 24)， 从 (16) 得 到 $5 
方程 (5) 的 通常 逼近 式 


而 对 * 一 0， 土 ,我 们 有 连接 条 件 (6) 的 逼近 式 . 现在 来 讨 
论 这 些 方程 .为 简单 起 见 ,假设 B 一 B+ 一 B, 对 x==0, +à, 
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从 (16) 经 过 一 些 变换 以 后 求 得 王 列 方 种 : 


333. cy ) 
B (yar:(0) Ry O 


ee s= (=: 
m= aT) 4 一 人 


B (yao) =i y=(0)) 


AE ER 
A2(1 + ah/B) 
+Ž y0) = 40), a7 


B (pro) + ysz| =| (0) 


1 
ACI + ah/B) 
-ag yp) 40). 
POA +ah/B) “” 


我 们 证 明 ,方程 (17) 的 确 逼 近 于 连接 条 件 (6). 为 此 首先 将 六、 
程 (17) 写 成 如 下 形式 : 
p (22 Tiis 1 


h h(i + ah/ B) 
ya) =4(— h), 


yazz 
Janr 
A(1 + ah/ B) 


Yeri 一 yzzz 2 
Po >=) 
+£ y= 40), as) 


B (z s: Yaxx yis 


1 
ACI + oah/B) 
eh 
maraa”) 40). 
如 果 不 另 外 声明 ,这 里 各 处 的 自 变 量 都 等 于 零 ,将 所 得 关系 式 
相 加 ,并 将 其 和 乘 以 2. 
经 简化 以 后 得 到 条 件 (6) 中 最 后 一 式 的 这 近 
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BCyeex — yasa) 一 一 py + 3hg(0) + hqr (19) 
将 (18) 中 第 一 式 和 第 三 式 写 成 如 下 形式 


ke :一 3 人 4. )- =h 
HI + ah/B) y. z yaz ; Ya 4(—H), 


B (二 ye 一直?) t ray 20) 
从 方程 (20) 中 第 一 式 减 去 第 二 式 ,并 将 其 差 乘 以 是 : 
BC yss 一 yaz) = ABCY sss 十 yzzz) 
— KCU) — q(—h)). [Ç29] 
这 就 是 条 件 (6) 中 第 三 式 的 逼近 . 
最 后 ,将 方程 (20) 改 写成 以 下 形式 : 


a £ t 
x" 一 a( 十 ) 
KCI + ah/B) o y) PERTE 


”一 4( 一 和， 


1 £ a 

B (+ Yaz 一 二 ==) = ESP) (y, — ya) = 4(@). 
3⁄8 xu: CAB), HREM 避 /2， 得 到 条 件 (6) 中 第 二 
式 的 逼近 : 


a B 
i RS 
IF AlB (e — yz) s (yz + yea) 


= z (Yars — yasr) + Pq 十 E qn. (22) 
直接 验证 不 难看 出 ， 关 系 式 (19),(21),《22) 最 低 限度 以 误差 
OC) 逼近 条 件 (6). 

3. 四 阶 偏 微 分 方程 连接 条 件 的 通 近 . 现在 对 $5 中 方程 


(1) 的 连接 条 件 (26) 建 立 逼 近 式 . 为 了 简化 计算 ,假定 在 连接 
条 件 中 C+ = C- 一 0， B+ 一 B- 一 全， 而 在 方程 (1) 中 Ds = 


Da, 和 前 面 一 样 ,这 里 va 一 s(—0, z;)> va 一 Vv( 二 0, z). 在 
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作 了 这 些 假设 以 后 ，$ 5 的 条 件 (26) 具 有 形式 


to (+ 
p |+. e] 一 0， (23) 
|+ e P) rôi ze] 

Ow 


a x, = 0. 


条 件 (23) 的 网 格 模拟 仍然 用 逼近 泛 函 的 方法 来 构造 .为 
此 我 们 转 人 讨论 $ 5 的 泛 函 (23)，(24)， 从 这 个 泛 函 曾 得 出 
$5 的 条 件 (26), 根 据 我 们 所 作 的 假设 ,将 它 改写 成 如 下 形式 : 


I(w)= W -— F. o) t dr dx), (24) 
其 中 
ve 
$ B (S=), an (25) 
而 
人 ss 
+2(1—») (2 


} dna (26) 
Ow 


map J 


+e Pe, (1 一 2) (2) 


X dridx,. (272: 


>] 
a 
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EKI G = (£= (二 ,| 一 S x <1,,0 < = < h} rh3l 
AB6392J8988 5 一 6, x Dm {x = (zi za) |z, € Das a= 
1，2}， 其 中 a, 和 5, 分 别 是 区 间 [ 一 4 2] 和 [0, 1,1 上 的 网 
格 ,并 且 a = aUn 
Da = {x 5 ihs = 0, 一 | 一 V)， 
Dim = {rr = ih = 0,1,-::, N.). 
波 o, 是 网 格 6。 的 内 节点 的 集合 , 而 ova (osa) 是 网 格 
Gua( Gum) 的 内 节点 的 集合 . I 
引入 记号 
w = o, X co Ga = Oa X O On = Om X W3 
+ = oN oa U on). 
再 令 
wia = ONouna，oim 一 0\ Dna tOna 一 OiNGOuny 
tora = ONO. 
因为 此 刻 我 们 只 对 逼近 连接 条 件 (23) 感 兴趣 ， 所 以 为 简 
单 起 见 ， 假 设 在 区 域 C 的 边界 上 函数 w(x) 满足 5 5 的 条 件 
(34), 即 


W — 0. 


ôn’ 


将 (24) 一 (27) 中 的 积分 用 求 积 公式 逼近， 用 梯形 公式 代 
替 (24) 中 最 后 一 项 积分 和 (26),(27) 的 前 三 项 积分 ;并 用 单 边 
和 矩形 积分 公式 的 线性 组 合 逼近 (26) K. (27) 中 的 最 后 一 个 积 
2. 

注意 到 函数 w(x) 的 边界 条 件 , 我 们 有 


k: 01 
Í Ç | qwdxidx2 ~ > quhh; 
要 二 


we) 2212) * 2) 


w 一 


243 + 


k... 


+ > 94 981] hihi + — = 


Ow ` 
hh > ( 
> x at rs i +a axet 8x,8x; ) 
X hh 十 (e j hh 
a P2 x ðr z 


二 (P= yx h} + D >b 
x [( y + (2) + o e San] 
wo Dy sy+ (S +a oa) 


x hh + C522 P > (az yxa 
ota 1 2 


+ Ra eas > (ë 


otata e) 
Sha 2, (noe) hha) 
hh (Ze) 
| 


Ow w 
+ (sy + m 2e 2e), 
ôx "az 6 


此 外 假设 
ki Ae e| a] + gw’) an 
~ 


44。 


用 二 阶 差 商 代替 wa 和 wn 的 求 和 式 中 出 现 的 二 阶 导数 
Ow 
Bx ee 


每 个 和 式 中 的 混合 导数 按 各 自 的 方式 写 出 . W 


Wi(y) = 2 D (Ore) + (ys, + 20yr, }hiha 


“a 


Ta 20—21 35; + (ys, hiha 
£ afanat 
+ D ahh (yan 
toa x ef “Fax ta, 
e (CA (28) 
w, ax te, 
wi(y) 一 i D y {Oa )? + (pze)? + 20yr ya, hiha 
om 
+20—2{ > Cya, hih 
4 at xat 
3 对 
十 > Qy) hh + D (ys), 
Foo, ot xta. 
+ Eo oo 中 (29) 


om 


现在 我 们 只 需 在 和 > Aah 中 逼近 导数 ,这 里 
d= ar) to (22), 
a s.at] 


+ na) ae] + 二 人 [ao 
Ox? /w Ox? š Br 
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+B (s= se) + gu}. (30) 
ik 有 界 且 不 等 于 零 , 这 时 从 (23) 求 得 
Aaa a a 
= e. 
D lex 
将 这 个 关系 式 代 人 (30); 有 
4(w) = Zà +% sge) + 1 {B + hD(1 — »?)} 


TOR E 


我 们 来 写 出 导数 跃 度 [9w] 8x Ja m 的 最 简单 逼近 式 并 讨论 


它 的 误差 
ten ein [28] AG, 


+ (Sr) +0% = Bell. 


Ow w Ow Pw 
B 2) t (5 +" w). 

Pw + 0%) 

Bx? [zı ` 
从 (23) 求 得 

Ow Pw Ow Ow 
(i t+» gn ). + (让 HAr ). 
一 2 [2] 

D lôr dlas? 

因此 


(wa, 一 wa) lam 一 (1+ A) z, ps 


1 Í W ' 
ETN (wz — ws) | zi 


Pw) + oa}. 
His RRRAGD IN 二 阶 差 商 代替 92/54, 得 到 


AG) = z i {Cwe — ts.) + hvwa,s, 


b=] 
x, 


+ b” 


+ O Ch + D) + + {B + ADO — 2) 


X (wa) + £ wi + O). (32) 
考虑 极端 情况 = 0 和 a 一 co. EGORA e 一 0 并 
注意 到 (23) ,我 们 求 得 
1 本 w \? B š 
Alw) = + (B + hDQ1 aa (Z) + Ew 


但 (32) 中 的 主要 项 当 a 一 0 时 恰好 以 误差 00) 有 逼近 这 个 表 
达 式 . 现在 在 (30) 中 令 “一 co 并 取 极限 ,再 次 注意 到 (23), 


六 得 Dh Ow 2 Ow 0° 
<o Eh (BEY s 2e 2e) 
HAEE sae} 
关系 式 (32) 在 a 一 co 时 有 形式 
Z {ivg 


Alw) = + vws, + OCh + h/h )Y. 


in 


+B + ADU — r) ws 


1a) 


B n 
le a + OCh), 


因此 , 它 的 主要 项 以 误差 Oi + 局 ) WEC). 
于 是 


I T A EE E EE 
W2G) F Zaf: Fanin O" yz.) 


+ Ë + AD (@ 一 —5)| Or) 


2hav 2 
eg On ye)y) GD 
这 时 (24) 中 的 泛 函 1(w) 的 网 格 逼 近 将 有 如 下 形式 : 
L,G) = W,(y) 一 2) gyhihas (34) 


其 中 
WO) = WEO) + Wi) + WiO), 
MWO), WIO) 及 WiO) 由 关系 式 (28), (29), (33) 确 


定 . 
将 三 %y) 稍 加 变换 ,注意 到 
(yz, yz, kilyan) 
ah, = _ 1 
1+ ah/D D ( 1+ aol 
我 们 得 到 WO) 的 表达 式 
"GOD = ŽL 
moO =i Pip | - i) O) 


+h- Er t pr) O 


+ 一] eored 
将 W2 (y) 中 求 和 符号 下 的 表达 式 与 Wi (y)riH XI oam 求 和 符 
号 下 的 表达 式 加 以 比较 ,它们 的 区 别 仅 在 于 差 商 的 系数 。 
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引入 记号 


Dp.~D(1— TD) 
0) en 
Dro De 


2 
其 中 5(x,) 是 6- 函数 的 网 格 模拟 


h), x=0, 
wf, z€, x, 0, 
在 新 的 记号 下 Wa(y) 具 有 形式 


Wy) 一 +> DE hA Dilya)? + Dyz) 


+ 2Dinysz,a yz, 十 E 2e | > hh ya, 2, )? 


wt x ot 
+ 2) Ahya + > hh yz) 
te, xat txt, v. 
2 “i 2 
+ D hh] 
+a, xto, 
1 2 
十 + X14080). (36) 


(34) 中 的 O) 是 变量 y(x) , z € o RRR. 354 x, > +G — 
b), z 闫 有 ,1 一 可 时 将 它 对 yG) 微分 并 令 导 数 等 于 零 , 得 
到 如 下 方程 : 
(Diyan)aa + (D:ys,z,)z,z, 十 (Dizyar ae 
+ (Davys, Oa, + 4Dktpyasaar 十 65(z)y = qG)» 
x, (h — h), x; h> l, — h. (37) 


在 (37) 中 令 x 一 0， 士 为， 我 们 得 到 连接 条 件 (23) 的 网 格 逼 
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j. 经 过 一 些 变 换 之 后 上 述 方程 成 为 : 
== hu >， sz i == 
pÍ Jann + ab/D) e BO + ah[D) 


X yz, 十 Yara 十 Yann 一 k, GQ + ah,/D) 
1 1. 


v 
hC + ah, /D) 


x = (—h, z) 


X yur 一 ya 一 9， 


六 


2 
pÍ qa N = “+(1— 

Vn + ah D) T+ ah/D 
B 1 

RO SSO ow, 
Dk.) Yrs IT agp)” 

22pyz sr B } 
es By = 
十 页 CT 十 677D) T A oo == 0a) 


D { Yz ga 十 


yaar 


1 
LG + ah |D) 


Yr 十 yana 十 Yaten 


= WE >. Rh sp } 
(I+ oh/D) MG + aD)" 


1 
C + ah /D) 


=q, “= (Az). 


正如 方程 (18) 的 情况 那样 ,这 些 方程 可 以 变换 形式 ,由 此 可 得 


出 ,所 构造 的 方程 以 误差 Ol + 好 ) 逼近 于 条 件 (23). 


4. 四 阶 常 微分 方程 边界 条 件 的 下 近 . 我 们 将 讨论 $5 中 
方程 (5) 的 边界 条 件 (28) 的 逼近 ,不 过 代 蔡 齐 次 条 件 而 考虑 非 


齐 次 条 件 : 
— Bw" + alw — w) = Mos 


Bw” +P(w—w)—0, = = 0, (38) 
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这 里 wo wo Mo 和 Q 都 是 给 定常 数 ;〈w 和 ws 是 为 方便 而 
引入 的 )。 

设 在 区 间 [0, 1] 上 讨论 $ 5 的 方程 (5), 并 且 设 它 的 解 在 
z= I RERE wU) — w” GQ) 一 0, 而 在 * = 0 满足 条 件 
(38) ,考虑 泛 函 


1w) = Ww) — | gwdz — Owo) 


— M(a)w”(0), G9) 
其 中 
Www) = E | Cuar + Ž w0» 
+E wo), (40) 


0(8) = Qo + pwo, MCa) = Mo + awo. 


容易 验证 ,边界 条 件 (38) 和 $5 的 方程 (5) 是 使 泛 函 (39) 的 
一 阶 变 分 为 零 的 必要 条 件 . 

我 们 用 逼近 泛 函 (39) 的 方法 来 构造 边界 条 件 (38) 的 差 
分 模拟 . 设 5 是 区 间 [0, 1] 上 的 均匀 网 格 .用 梯形 积分 公式 
逼近 (39),《40) 中 出 现 的 积分 并 考虑 到 > = 1 的 边界 条 件 : 


|, gwaz ~ I; gur + RLW, 

B [Coya = BS (wya + Ë. 

E | Co" yar 2 27 六 十 了 
urai 
xe 


鸡 w 求 和 的 和 式 中 二 阶 导数 用 二 阶 差 商 代替 
W” ~ Waze 


于 是 有 
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1 (w) ~Z S (wadh — Y, qwh +É 
x (2Ł Cw" (0) + alw'(0)} — 2M (a)w'(0)) 


+ 二 (Bw(0) 一 9hw(0) — 20(8)w(0)). 
我 们 来 构造 下 述 表 达 式 的 逼近 : 
1 [Bh 2 , 2 
Acw) = + [ËL G27(0)) + alw’) 


= 2M(e)w'(0)). 
根据 (38) 有 , 
w0) 一 aw'(0) 一 Mle), 
B 
因此 
Aw) = + (1+ 2) [a(w’(0)) — 2M (e)w'(0)] 
+ hM?’(a)/ (4B). (41) 


将 (41) 中 的 一 阶 导数 用 右 差 商 逼近 
o, = or 十 L w” + OG). 


注意 到 边界 条 件 (38) 中 的 第 一 式 , 我 们 求 得 


ah , h 2 
e. = (1 + Pk) e — y MC) +O), 
或 
wO = Tn (mtt M(a)) + 0). 


将 这 个 关系 式 代 人 (41) 并 略 去 量 OW), FURR Aw) 
的 逼近 式 : 


AG) = 1 i Calw.) — 2M(a)u,) 


2 1+ ah/(2B) 
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AM?(a) 
4B(1 + aÀ[|(2B)) ` 
这 样 , 泛 函 w) 的 网 格 逼近 取 形 式 


0) = Z 2 G.) — D arh 


1 2 °; 
$ TO 4 ANB) (aly) — 2M(a)y;)| < 


+ > (8y'(0) — ghy(0) — 20(0)y(0)) 
sss AM2(e) . (42) 
4B (1 + ah|(2B)) 
现在 将 (42) 对 y(0) fa yQ) 微分 并 令 其 导数 等 于 0, 得 到 边界 
条 件 (38) 的 如 下 逼近 式 : 


a 1 
BETEA Ye th 
M(e) _ 
+ F/B OO 
一 0 -0 
> š 
= | B: 二 
p e t Byee t FT ahIG55) 
— M(e) — hg(h) = 0. (43) 


G + 0h/ C2B)) 
把 这 些 关 系 式 相 加 ,得 到 条 件 (38) 第 二 式 的 逼近 ;第 一 个 关系 
RRE 一 h, 得 到 条 件 (38) 第 一 式 的 逼近 


a 


Bys + IF aB (yz — wo) — hB(y — wo) 
-< Mo LQ 一 ka (0) 
1 + ah/(2 B) 2: 2 (44) 


Byxz: + Bly — w) 
Š 40) u 
o + (4) + QD), ==. 
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容易 验证 ,对 于 有 界 的 8 和 任意 的 <， 条 件 (44) 以 误差 OW) 
逼近 条 件 (38). 

WR e = o, 则 从 (43) 求 得 

y= to，x 一 0， 

而 这 就 是 在 这 种 情况 下 条 件 (38) 之 一 的 逼近 式 ， 

5. 四 阶 偏 微分 方程 边界 条 件 的 逼近 设 在 区 域 6 一 
{x 一 (x15)10 < te < las e = 1, 2} 中 解 $5 的 方程 (1) 

DA’w = q, x€ G, (45) 


在 nmo 上 满足 $5 (31) 类 型 的 非 齐 次 边界 条 件 ， (其 中 
C 一 0): 

G 一 一 一 D (Qe +> Ow 

Ox? Ox? 


Ow Ow 

p (£ T) r) (46) 
= -ew B 2E + 0, z = 0, 

而 在 六 = l K z, = 0,1, EE $ 5 (34) 类 型 的 边界 条 件 : 


wx 0) = wh 5) = w Ga h) = Č Ch, x) 
ðr 


)+ u, x= 0, 


w w f 
Ta T a G 0) 一 0. (47) 


根据 $5 的 (37) 式 , 当 a >£ co 时 在 区 域 的 角 点 (0,0), (0, 1) 
应 当 满足 相 容 性 条 件 ,在 我 们 所 讨论 的 情况 中 就 是 
Ow 
Ox? 
我 们 构造 边界 条 件 (46) 的 网 格 模拟 .用 逼近 泛 函 的 办 法 
来 进行 . 
不 难 验 证 , 问题 《45) 一 (148) 的 解 使 如 下 泛 函 达 到 极 小 
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B =0, n=l, n=0, h. (48) 


i: 
1 (w) =W — Ñ F qla) wax 


-f [MCD EE + o Gu} dns (149) 


其 中 
W =W + w,, 
Ŵ(w) = 下 f { Zuya S 
+2 Ow w 201 —») 


ðr = 


Ew ) 
x dxidx2» 
Ga } 人 
二 位 Bwy (ë) 
Ww) 2 f f (gs +a ba 


+ew}|, dm, 60) 


这 就 是 我 们 将 在 均 与 的 矩形 网 格  — s, x ə, 上 逼近 的 泛 
B. 这 种 类 型 的 泛 函 我 们 已 经 逼近 过 ， 因 此 利用 边界 条 件 
(47) ,立即 写 出 : 
上 r q(x) w(x)drdr, 
a > qwhiha + > Ë hgw) ms 
8 
f {x 十 + ou}, jd 
~ D (m 22 + ox)|, ta 61) 
其 次 ,注意 到 相 容 性 条 件 (48)， 
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[AY 8w 2w) hiha 


, ee 
r-a BE (a 上 
DCL =») 之 Na Jar 2 
TORC E 
W; ; D fe (ge) + (02) + ee) amt 
(52) 


在 关系 式 (52) 的 第 -- 式 中 ,将 求 和 号 D) 下 的 导数 用 差 商 
war a= 1 2 代替 ,混合 导数 用 差 商 wan 代替 并 记 
2 BD) Cwe)? + Cwen) 


Ws(w) = 
Jaha + D(1 — v) 


+ 2yWs, xr Wis 


x > wa) haha. 


我 们 分 别 研究 (51), (52) 中 符号 >， 下 的 导数 的 逼近 . 从 
(5D 和 (52) 式 对 四 求 和 的 式 组 成 表达 式 
TOREDA (= a) +a (82) 


(53) 


Dh, [ Bow 
tew t (2E L p 2w 
Pt (5 Se) 
owy Ow 
十 (1 一 一 2M 2“ 
G= Ua Əx, 
— 20w — hgw} A ` (54) 
z=0 


它 以 求 积 公式 的 形式 包含 在 泛 函 1 (w) 的 逼近 式 中 , 《54) 中 
对 六 的 二 阶 导 数 的 逼近 没有 困难 , 所 以 我 们 把 注意 力 集中 于 
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2 7 A N ) \2 
A(w) G + 2h Ow +> 2w) 
Br 2 \ôri Ox 
= Ow 
Əx,` à 


利用 边界 条 件 (46) 的 第 一 式 , 得 到 
Bo h ( Bo Y Ow 
A(w)=a (22) s ID (e Ər, M) 2M Bi 
í ha \ ðw Ow hy 
=( 26) (2) am SE] + irmi, 
现在 4(w) 只 是 用 一 阶 导数 9w/9x 表示 ,而 一 阶 导数 的 逼近 
方法 我 们 已 多 次 讲 过 . 将 边界 条 件 (64) 第 一 式 中 的 二 阶 导数 


BO'w/6x? 代 人 到 展开 式 
w., EA . +O), n=0 
得 到 
Ow _ hv Fw 
一 (1 十 DE a = s 
( z) 2 8x 
hM 
+ OCh 
2D olh). 
由 此 求 得 
Bw se) | hv Fw 
一 一 | 1] 十 一 一 |, 十 一 一 一 
8x, ( 2p) l 7” 2 bg 
+ AM +o |: 
因此 
A (w) a(ı + se) |e. + b Ow q hM 
2D ' 2 8x 2D 
: hv Ow 
二 o| — 2M |. + 名 名 
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二 二 o| + h M2, 
2D 2D 


将 4(w) 的 这 个 表达 式 代入 54)， 用 二 阶 差 商 wz,x, 代替 对 
的 二 阶 导 数 并 上 略 去 由 0( 肥 ) 表示 的 项 ,将 所 得 的 表达 式 记 
为 iC), B 


ñe)- D h BCs) + pe 
+ ta 一 站 Come 


a se (es + bs ws + er) 20w 


1 二 Lu = 2D 
2D 
— hqw — 2M (wn *+ 他 wa) 
— h y’ 
4 w). (55) 
这 样 ,我 们 将 用 网 格 泛 函 


I (u) = Cw) + Cw) + > qwh,hı (56) 


EZA (49)，(50)。 其 中 W Cw) 和 14(w) 分 别 由 (53) 和 
《55) 确 定 . 

为 了 构造 边界 条 件 〈46) 的 网 格 逼近 ， 需 要 将 网 格 泛 函 
(56) 对 w(xiy x1); xi 一 0, h, H zE 人 ;微分 ,然后 令 所 得 表 
ARETE. 将 得 到 的 关系 式 磁 上 hhi! 以 后 , 我 们 有 (z, 一 
0, z€): ` 

D( ws x, 十 VW, DH + 2D(1 — v)hws z 


+ h { Bus, na tpw + Ëx- LDO 一 Pwent 


atatia 


a 


hw 
{v H wrs 
h Q + ha/(2D)) ( a Eog nn 
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h M + hwa 
2D 2(1 + he/QD)) 


hw Aw 
x (“s t z Wain 十 F Ms,a) 


+ 


h, M hw } 
一 十 Ma 一 0 57 
o 2 q F 2 Biti > (57) 
æ hw 
SEEE EE E LE =D 
1+ ha/(2D) (e ' 2 wan) (wz 


+ vwa)? + Dh Cw z, 十 VWa) 19 

+ RD[ weg, 十 (2 一 2)mziasrin 一 q] 

— 一 一 M = 
1 + ha/(2D) 

容易 验证 ,方程 (58) 以 误差 OA) 逼近 边界 条 件 (46) 

的 第 一 式 . 将 (57) 和 (58) 相 加 , 并 将 结果 除 以 ho FERH 

〈46) 中 第 二 式 的 逼近 : 

Dlws, 十 (2 — vw) + Bws + Pw 


35: 


0. (58) 


Aw a hw . 
+ +b D [ =. |£ 十 一 一 
2+ 2 十 12D) a 


x u) =P 4 Da 一 D)w a 


h. 


+ AD (w:x 十 vwa) — > q 


Bi 


n hw $ ahv 
— hgt Y Men + 1 
4 2 7 21+ ha/(2D)) 


À 
x —L Ms, = 0. 59 
zp Me (59) 


方程 (59) 以 误差 oda D 逼近 边界 条 件 (46) 中 的 第 二 
A. 
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第 五 章 差分 格式 理论 的 数学 工具 


本 章 是 辅助 性 的 ， 这 里 引入 一 些 以 后 最 常用 到 的 记号 并 
导出 一 些 基本 公式 ， 借 助 这 些 公 式 以 变换 含有 网 格 函 数 的 表 
AA. 然后 叙述 得 到 先 验 估计 及 研究 差分 格式 收敛 性 的 基本 
方法 .我 们 以 一 维 问题 为 例 来 说 明 这 些 方法 ， 其 次 我 们 研究 
嵌入 定理 的 网 格 模拟 并 导出 某 些 网 格 算 子 的 下 界 估计 ， 在 第 
六 章 当 我 们 进行 先 验 估计 及 研究 差分 格式 的 收敛 速度 时 都 要 
利用 这 些 结果 . 


$ 1. 记号 ,差分 公式 和 若干 不 等 式 


1. 08. ik o= {r= <xj|i=0,1,::-, N; r= 0, 
zy = 115 [0,11 LØR. 点 x; 处 的 网 格 步 长 由 hi = x,— 
tii 一 1， 2，… 给 出 ， 而 平均 步 长 是 h = (hi t h+a)/2, 
1 一 1 2 一 1 令吉 一 且 /2， ån 一 hy/2， WREE 
部 网 格 节点 上 步 长 不 变 , 即 2 = 1/N, 则 网 格 o 称 为 均匀 的 。 
我 们 引进 下 述 记号 : 
o= {rli=1,2,.…,N— 1}, 
ð = {r;|i = 2,3, ++- N— 2), 
wt = {zli = 1,2, N). 
to = {x;|i = 0,1,- N — 1}. 
设 v(x) 与 w(x) EA E EG E BJ 3625846583. 用 下 面 
的 公式 定义 这 些 函 数 的 内 积 ; 
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N 
(v, w)s = > v(xi) w(xi) hii. a) 
若 ola) 和 w(x;) 看 作 是 连续 变量 z€ [0, 1] 的 函数 
v(x) 和 w(x) 在 网 格 5 上 的 值 , 则 内 积 (1) 就 是 积分 
|: v(x) w(x)dxr (2) 


的 梯形 求 积 公式 .除了 对 给 定 在 5 上 的 网 格 函 数 所 定义 的 内 
积 (1) 以 外 ,以 后 还 要 用 到 给 定 在 w+, to, o 和 中 上 的 网 格 函 
数 的 内 积 . it 


人 > ox) w(x) (3) 

C, wyte = D sr) ets CD 
Co w) = > KOTE 6) 
O SOLON 


内 积 (3) 可 解释 为 积分 (2) 的 右 和 矩形 求 积 公式 ,而 (4) 可 作为 同 
一 积分 的 左 和 矩形 求 积 公 式 ， 容 易 验 证 


(s, w)a = 5 [Co w)ot + (v, w)tal. 


若 不 引起 误会 n sn 站 明 对 那个 网 格 求 和 的 足 标 而 
简写 为 (v， D. 
2. 差分 公式 . 为 了 变换 含有 网 格 函数 的 差 商 的 表达 式 ， 
取 乘 积 的 差 商 公 式 是 有 用 的 . 利用 差 商 的 定义 不 难 验证 下 述 
公式 成 立 : 
vw)a = vz, Wi- 十 VW = Yati 十 Vi a 
= siti 十 后 (6) 
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(vw)ss = as 了 bi E its = Vei Wi + Vi 


= Vrni Wi + tez; 十 hitri Wri (7) 


从 这 些 公式 容易 导出 分 部 求 和 公式 . 例如 将 (6) 乘 上 记 
然后 将 所 得 关系 式 按 守 从 和 十 1 到 z(0 入 mw < z < N) X: 
得 到 
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¿=m+1 


n a 
=i 23 Vz iWishi + p2 viwzihie 


i=m+1 j=m+1 


在 左 端 进行 求 和 ， 并 将 右 端 第 一 个 和 式 中 求 和 的 足 标 进行 替 
换 i 一 1= i, 在 进行 一 些 合并 之 后 得 到 下 面 的 公式 : 
> viwa ihi = -5 VeitWihint + VnWn 一 vmwm (8) 


(分 部 求 和 公式 ). (8) 式 右 端 和 号 中 的 第 一 项 等 于 
VamWmhmti = VmtiWm 一 Umme 


所 以 公式 (8) 可 以 变换 为 形式 : 
s VvitWihirs 


¿=m+1 


— > VitWavihi + Vann 一 Vm me (9) 


¿=m+1 


由 公式 (9), 并 注意 到 ,vwhins 一 veui RIVE FAR: 
s Voit 


#=m+1 


= C viwashi + va — tmm. (10) 


#=m+1 


在 关系 式 (10) 中 若 令 vi = diusi wi = vi 则 有 公式 
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s-1 
BD) Gus)sanibi 


#=m+1 


w > CiUBil 十 a,us,,t, 一 amitizmtm. 


(11) 
公式 (11) 在 m = 0, 一 N 时 称 为 第 一 差分 格林 公式 且 可 写 
成 : 
((axs)s，z)o = — (auz, Va)ot + anuz, NON 一 warato。 (12) 
从 (12) 减 去 关系 式 
(Cava): u), = — (avs, uz)ot + aNVaNUN — aW zoos 
得 到 
((aua)s» 2 es ((as:)s; u)o 
= an(us p uvz)y 一 a(u;e — uv,) (13) 
(第 二 差分 格林 公式 ). 
对 于 四 阶 差分 算 子 (buzr)a: 也 有 类 似 第 一 与 第 二 差分 格 
林 公式 (12) 与 (13) 的 关系 式 . 例如 , 在 网 格 5 是 均匀 的 假定 
下 我 们 来 建立 与 第 一 格林 公式 (12) 类 似 的 公式 . 从 (11) 当 
m= l,n=N-—1,a=l1,sx= h, ARERR 
证 方法 ,我 们 推出 恒等式 
(wass v)a — (w, paz) 


= (ws — wya)N — (wv — wyr). 
从 这 个 恒等式 的 两 端 减 去 4(wivazn 十 wwv-ipzxw-i) 并 注意 到 
(vs — hvz:) = ven = vew 
《一 妇 一 hzzz)N-i 一 ViN- = — PEN. 
就 得 到 


(wrr 0) — (W, Var) 


= (Wi, N-O N-i 一 WN- WEN) — (Wanti 一 Wiro). 
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令 w = bun, 我 们 得 到 四 阶 算 子 的 第 一 差分 格林 公式 
(busr)zr30)s = (buszsvzr)o + [Cbuss)av 
一 buzrtz]w-i — [(busz)sv 一 buswzh. (14) 
3. 若干 不 等 式 . 下 面 我 们 将 经 常用 到 若干 熟知 的 代数 
KER. 
1) 哥 西 不 等 式 : s; ü 
|> aijaibi| < (È esaa) (È mbati) ， (15) 


i j= 
HER aj S0 当 i,j 一 0,1,……,n 时 . 
2) e- 不 等 式 


lab] <et io, a6) 


其 中 。 是 任意 正 数 . 

在 具体 情况 下 ,一 般 哥 西 不 等 式 具有 特殊 的 形式 .例如 ， 
Æ n=N, oj = 0 (i % j), am h ( 当 i=1,2,……， 
N — 1), a = h/2, ann = hy/2, a; = u(x;), b; = v(x;), W) 
不 等 式 (15) 可 写成 下 述 形式 : 

[Cus v)al < (z, Ev, v)’ 

量 (v,v) 娩 是 上 工 ; 范 数 的 网 格 模拟 .注意 到 这 种 情况 ,引入 下 
面 的 记号 : 


eles = (v, v), 


那么 前 面 的 不 等 式 可 写成 形式 : 
ICu, v)al < lubollvl,, 
其 中 lvllo = lell. Š 
82. 一 维 模 型 


这 一 节 的 材料 基本 上 是 带 有 方法 性 的 . 这 里 研究 二 阶 与 
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四 阶 常 差分 方程 的 边 传 问题 ， 并 用 这 些 最 简单 的 例子 来 说 明 
网 格 问题 的 研究 方法 . 
网 格 问题 的 研究 是 由 三 个 阶段 组 成 的 : (l) 阐明 问题 的 
可 解 福 , (2) 研究 按 右 端 与 边界 条 件 的 稳定 性 问题 , (3) 研究 
网 格 问题 的 解 对 被 逼近 的 问题 的 解 的 收敛 速 度 . 第 二 阶段 的 
基本 目的 在 于 得 到 解 的 先 验 估 计 . 借助 于 先 验 估 计 ， 一 方面 
可 以 阐明 问题 的 可 解 性 ， 另 一 方面 可 得 到 网 格 问题 的 收敛 速 
度 的 估计 . 
1. 二 阶 一 维 方程 的 第 一 边 值 问题 . 在 网 格 
a= {r = x;li = 0, 1, +++, N; ro = 0, zy =l} 
上 考虑 下 面 的 问题 : 
E eso, r€o, 
yO) = x, yQ) = m, 
假定 问题 (1) 的 系数 a (<) 满足 条 件 
alx) > e> 0, x€ wt, (2) 
我 们 来 研究 所 提问 题 的 可 解 往 问题。 考虑 齐 次 问题 (p = 0, 
tw = u = 0)， 这 个 问题 的 解 显 然 存在 . uk y(x) 是 齐 次 问题 
的 一 个 解 . 将 方程 (1) 乘 以 y 且 按 网 格 。 求 和 ,用 $1 中 的 
第 一 差分 格林 公式 (12) 变 换 所 得 表达 式 ,将 有 


(Ays y) = [y, y] = 0, (3) 


a) 


其 中 

Ev, v) = (avi, vi)et. š (4) 
注意 到 不 等 式 (2), 从 关系 式 (4) 求 得 [vsv] > cvr zz)o+ 之 
0. 但 (os pz)o+ 一 0 只 有 当 wv(x) = const, x€ © FRAL, M 
以 从 公式 (3) 推 出 齐 次 问题 的 唯一 解 是 常数 ， 根 据 边 界 条 件 ， 
这 个 常数 为 零 . 这 就 意味 着 对 任意 的 pl), u 及 u 问题 
《1),(2) 的 解 存 在 且 唯 一 。 
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我 们 来 得 出 问题 (1) 的 解 的 先 验 作 计 。 首先 考虑 带 有 章 
次 边界 条 件 
y(0) =y) =0 (5) 
的 问题 . 设 六 是 网 格 函 数 的 集合 ,它们 给 定 在 a 上 而 当 x = 
0 与 * 二 1 时 等 于 零 . 对 这 个 集合 中 的 涵 数 引进 两 种 范 数 


lelg = Css)o+, C6) 

它 使 集合 户 成 为 赋 范 空间 ,以 Wo) 记 之 ,以 及 
= sp KPa ， 7 
ll- = sup, Is (7) 


它 使 立成 为 赋 范 空间 wW O). 将 方程 (1) RA yh, 再 按 网 
É o RR, 并 注意 边界 条 件 (5), 利用 $ 1 中 的 第 一 差分 格林 
公式 (12) 变 换 所 得 的 表达 式 . 结果 得 到 
(ays, ya)st = (P y). 

考虑 到 不 等 式 (2) 并 注意 到 关系 式 (6),(7) ,我 们 由 此 求 得 

collyls < Cp; y)! < lylele1-,, (8) 
或 

Ivl < lol- (9) 


这 样 就 得 到 了 问题 (1),(5) 的 解 的 先 验 估计 . Ç 
转 到 带 有 非 齐 次 边界 条 件 的 问题 〈1)、 我 们 把 这 个 问题 
的 解 表 为 形式 
yG) = yG) + Hr), z€ 6, (10) 
其 中 


Ya = 0, zE w, y(0) = u, y(1) = us (11) 

而 š 

Aĵ =p — Ay, x€ w, 0) = FD) 一 0.， (12) 
我 们 来 估计 问题 (11) 与 (12) 的 解 。 对 (2) 再 补充 假设 

ala) < cis z€ ot, (13) 
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为 了 估计 问题 (12) 的 解 我 们 利用 关系 式 (8 ,根据 这 个 关系 式 
得 
cools < ells + IAF 1 09 
注意 $1 中 的 第 一 差分 格林 公式 (12) ,我 们 求 得 
IAF, Del = IG, 3l = I, 911, 
而 利用 条 件 (13) 及 $1 中 的 哥 西 不 等 式 (15) 得 到 估计 式 
IAF, .| < col3e. 


把 这 个 估计 式 代 人 (147 ,得 到 
calls < lell-lB1ə + elpllsl3la， 
由 此 推出 i 
jls < lell- + % pl. (15) 
MERRIE. MODNEN 
IE) — ET r+ mos (16) 
因而 
ls = =l = l, 
将 它 代 人 (15) ,得 到 函数 (x) 的 估计 
9 1 C oA 
lleg jle + iael 0D 


RIKAT. 函数 了 (x) 不 属于 集合 六 ， 也 就 是 说 它 在 
x 二 0 与 x 一 1 不 为 零 .因此 量 Or ye) 不 可 能 作为 这 个 
函数 的 范 数 ， 因 为 当 Ge) 二 const s< 0, z€ a hf (ez, yz)+ 一 
0. 由 于 这 个 缘故 我 们 引进 新 的 范 数 

lol? = (sz, z) + 十 (zz)a (18) 
并 用 这 种 范 数 来 估计 了。 从 关系 式 (16) 推 出 

G, Fat = la — eË, 


i 
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(3,7) < 1max |F| < lal + ll, 


因此 
Iy, < VI+ 1/1 (al + lal). (19) 
回 到 问题 (1) 的 解 的 估计 ， 从 关 示 式 (10) 推出 不 等 式 : 
iyl < yl, + tlh. (20) 


右 端 第 一 项 ||y|a 可 用 不 等 式 (19) 来 估计 ， 而 对 函数 ?我们 只 
有 大 范 数 的 估计 .但 从 (6) 与 (18) 我 们 推出 

lal = lol + Ge, v)a» 
因此 ， 只 要 估计 Gs$) = Ii ÆRE S5 GIE 2) 将 证 
明 , 对 才 中 的 函数 成 立 不 等 式 ? 


lls > 去 lol. 
因此 


2 1 
lele > + tt Q1) 


注意 到 这 个 估计 式 , 从 不 等 式 (17) 求 出 


I < 1 + hoa 


+S VIETI ul + lal). 


利用 这 个 不 等 式 和 不 等 式 (19) 来 估计 关系 式 (20) 的 右 端 ,我 
们 最 后 得 到 

ly < Mliol- + Malul + |ual) Q2) 
其 中 


1) 前 面 已 经 指出 ， 这 里 讲 的 材料 是 带 有 方法 性 的 。 我 们 追求 的 目标 之 一 在 
于 说 明 为 了 研究 差分 格式 需要 什么 类 型 的 专门 的 不 等 式 . 此 处 和 今后 引 
用 的 正 是 这 样 的 不 等 式 , 它 们 的 证 明 我 们 将 在 $54，5 中 给 出 . 
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2 
m, = V l1+Ps 
co 


m, =& V1 + PS 


aa SEA kA, 


Co 
这 就 得 到 了 问题 (1) 的 解 的 先 验 估计 . 注意 ,出 现在 这 个 
估计 式 中 的 常数 M, 与 M; 不 依赖 于 网 格 a， 所 以 从 (22) 可 
推出 间 题 (1) 的 解 按 右 端 和 按 边 界 条 件 的 稳定 性 . 
我 们 利用 所 得 的 先 验 佑 计 来 研究 差分 格式 的 收敛 速度 . 
我 们 考虑 区 间 [0, !] 上 的 问题 : 
(k) = —f, 0 < x <1, (0) = u, u(i) = a. (23) 
根据 第 二 章 $ 2, 在 任何 非 均 匀 网 格 5 上 ,例如 假定 
a(x,) = K(z; — h,|2), pCi) = f(x1), (24) 
则 问题 (1) 逼近 问题 〈23)。 对 函数 z(z) = y(z) 一 w(x)， 
z€ 6 我 们 得 到 问题 
z =, ré w, 
z(0) = z (1) = 0, 
其 中 pC) = Au 十 E3BBAR28, 我 们 来 估计 问题 (25) 的 
解 。 注 意 到 不 等 式 (9), 求 得 
Izl < oh. (26) 
容易 验证 (例如 参看 第 四 章 $ 2 中 的 公式 (6) 一 (8)), 对 于 逼近 
误差 p(x) 有 下 述 表达 式 : 
$G) = a +i, na) = OQ), $s) = OF). (27) 
注意 到 lol- 是 由 关系 式 (7) 定 义 的 , 我 们 来 估计 《4, v)。， 
ve 六。 考虑 到 表达 式 (27) 并 亿 及 ms = 如 + ar 将 有 
Chs s), = (nis e), + ($, v)u 


(25) 
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x > Neivihitt + CÈ, v Ja. 
利用 S 1 中 的 分 部 求 和 公式 (9) 变 换 右 端 第 一 项 , 求 得 
(y 932 EE p5s: 
为 了 估计 右 端 , 我 们 应 用 $ 1 的 哥 西 不 等 式 (15)， 得 到 
Ihs Del < G, Delle 十 lol 
< (G, De + IBIN. 
将 此 估计 式 代 人 定义 (7) 并 考虑 到 不 等 式 (21) .因此 有 不 等 式 
els < (On, Der + NIBY” sp lele 


lo 
<V 1+P/8 (G, Dr + IERP. 


注意 到 (27), 由 此 及 从 (26) 求 得 
izlo 一 O(1A|2), [Al = maxhCr)。 


于 是 , 当 条 件 (2) 满 足 时 ， 差 分 问题 (1) ,(24) 的 解 以 OA) 
的 速度 收敛 于 问题 (23) 的 充分 光滑 的 解 。 I 

2. 一 维 二 阶 方程 的 第 三 边 值 问题 .在 位 于 区 间 [0, 1] 上 
的 均匀 网 格 5 上, 我们 考虑 下 述 问题 : 


Ay = —(ayi): + dy = p(x), z€ o, 


A 
一 yxo 十 ( ko + ajx gt È o, 
` 2 2 (28) 


anyan + (a + Edn) yy =g + E n . 
假定 系数 CMER O), 而 系数 d(x) ,mm 与 r WERE 


d(x) 220, z€ w, >I, 20, (29) 
Ko + x, + (4, 1)s > 0. (30) 


引进 算 子 A, 它 由 下 式 定义 : 
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z /2 
一 五 dv 十 (天 二 二) sv， xz 一 0: 
Av(x) 一 1 一 (coz) + dv, xE w, (31) 
2 
Ž aws 十 (2 kt dy) z=], 


将 问题 (28) 改 写成 下 述 形式 : 
Ny = @, z€ G, (32) 
其 中 
Po + > go + 一 0， 
$= | px), z€ o, (33) 


2 
二 =. 
PN ; Bi» x 


我 们 矿 究 间 题 (32) 的 可 解 性 ,考察 内 积 Av, v)a. 利用 $1 的 
格林 公式 (12) 求 得 
(Áe, v)s = Cavz, va)ot + (dv, v)s + rovi + kwh 

= [v, v]. (34) 

由 此 考虑 到 条 件 (2) 与 (29) ,推出 
[v,v] > 0, 

并 且 , 若 [fo, y] 一 0， 则 ” = const, z€ ë. 因为 只 要 kos ks 
d) G 是 网 格 o 的 某 节点 ) 之 中 有 一 个 大 于 零 ， 从 等 式 
[v，v] 一 0 就 将 导出 v(0) 或 62) 或 G) 等 于 零 ， 亦 即 
v =0. : : 
现在 我 们 假定 方程 (3?) 中 的 @ = 0, reo, 考虑 所 得 到 
的 齐 次 问题 ,根据 恒等式 (34), 这 个 问题 的 解 yx) 满足 条 件 
[ysy] = 0, 根据 刚才 的 证 明 便 知 y(x) = 0, x€ a. 故 当 满 
足 条 件 (2),(29),(30) 时 齐 次 问题 (32) 只 有 平凡 解 , 因 而 在 同 
样 条 件 下 对 任意 函数 B(x) 问题 (32) 是 唯一 可 解 的 。 我 们 来 
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求 间 题 (32) 的 解 的 先 验 估 计 . 为 此 令 (34) 中 的 v = y 并 考虑 
到 方程 (32) 及 公式 (33)， 结 果 得 到 
[y> y] = (p, y)s + goy(0) + gyC7). G5) 
我 们 用 空间 Wi5) 中 的 范 数 (参看 (18)) 来 估计 和 解 y(x). 假 
设 问 题 (32) 的 系数 4(*) , ro 与 能 使 以 下 不 等 式 成 立 : 
Iv, s] > mo), (36) 
其 中 mm 是 正常 数 , 它 既 与 网 格 6 无关: 也 与 函数 v(x) EX. 
考虑 到 (34), 容易 验证 ,如 果 除 条 件 (2) 与 (29) 外 还 满足 补充 
条 件 
d(x) > c; > 0, x€ @, 
则 不 等 式 (36) 将 成 立 。 
保证 不 等 式 (36) 成 立 的 其 他 充分 条 件 将 在 本 章 $5 建立 。 
于 是 ,从 人 恒等式 (35) 及 不 等 式 (36) 扒 出 


ly < pa) + Igo] + lay DN. 


lell o = sup (p: 2al, G7) 
+ 9 e 
那么 


l< {lpl_ollyl + lgl ly] + Lad ly. 


为 了 由 此 得 到 先 验 估计 ， 需 要 会 用 lyh 来 估计 |y (0)| 与 
WO). 在 $4( 定 理 2) 将 要 证 明 
lel = max e| < Mliol (38) 


其 中 M = cons > 0 既 与 网 格 5 无关, 也 与 v(x) EA. 把 这 
个 不 等 式 代 人 前 一 个 不 等 式 ， 我 们 得 到 先 验 估计 


yh < È {lol + Msi + lal))}. G9) 
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从 这 个 估计 式 推出 问题 (30) 的 解 按 右 端 和 按 边界 条 件 的 稳定 
性 。 

利用 先 验 估 计 (39) 来 研究 差分 格式 的 收敛 性 .我们 在 区 
BJ [0,1] 上 考虑 问题 

(ku) — qu = —JG) , 0 < x < 1, (40) 

K(0)u'(0) = px(0) — go， 一 AD)w (CD = ex(2) — gı 
如 果 在 均匀 网 格 5 上 令 
alxi) = K(x; — h|2), d(xi) = q(xi), PCa) = fxi), (41) 
则 根据 第 二 章 $ 2， 可 用 问题 (28) 逼 近 问 题 (40)， 

函数 z(x) = yl) —u(z), reo 《其 中 y (*) 是 问题 
《28),(41) 的 解 ,而 u(x) 是 问题 (40) 的 解 ) 是 下 述 问题 的 解 : 

Az = p(x), z€ o, 


一 asa + (= + Ea) z= h 
2 (42) 


anzz 十 ( kt £ dx) zy = ġy. 


在 第 二 章 $ 3 中 已 证 明 , 当 问题 (40) 的 解 充分 光滑 时 , 方 
程 与 边界 条 件 的 逼近 误差 为 0( 如 )， 亦 即 

pla) = OCK), xE o, po = OH), pu = 0(P'),(43) 
由 于 不 等 式 (39) UDA A 


lzh < È (llell_o + MCA + lv)}。 


因为 (参看 公式 (37)) pl o < lol < 1 yl, 于 是 从 上 
面 的 估计 式 并 注意 到 关系 式 (43) 我 们 得 到 leli 一 00). 这 
样 , 当 满 足 条 件 (36) 时 ,问题 (28) 的 解 以 O 的 速度 收敛 于 
间 题 (40) 的 解 . 

3. 一 维 二 阶 方程 的 第 二 边 值 问题 。 在 (28) 中 假定 
dG) 三 0, n= 一 0， 在 这 些 假定 下 问题 (28) 取 形式 : 
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一 (ayz)c = P, z€ o, 


h h 44 
一 aayzo = go 十 PO NTE + za (44) 


注意 上 述 假 定 是 与 条 件 (30) 相抵 触 的 ， 而 条 件 (30) 在 研究 
问题 (28) 的 可 解 性 方面 起 过 决定 性 作用 .容易 验证 , (44) 的 
齐 次 问题 有 非 平 凡 解 y) = const, 因而 问题 (14) 是 退化 的 ， 
靳 以 不 可 能 对 任意 的 右 端 p (x) 与 zo g WAR. 为 
Iv, v] = (avs, zz)o+ 一 0 只 有 当 y(x) 一 cons 时 成 立 , 所 区 
根据 恒等式 (34), y) = const 是 问题 (44) 的 唯一 解 。 

引进 算 子 不 ， 它 由 下 式 定义 (与 (31) 比 较 ): 


a, xz 一 0， 


AG) =1— (avs)s, r€ o, 


2 
pat” tl 


从 上 面 所 述 可 知 , 零 是 这 个 算 子 的 一 重 固 有 值 ,因而 如 果 对 齐 
次 问题 (44) 的 右 端 加 上 一 个 条 件 , 则 它 将 是 可 解 的 。 利 用 $1 
的 第 二 差分 格林 公式 13) 变换 内 积 〔 丰 ,1)。, RE Cy, 
1)a = 0. 而 另 一 方面 ， 
G, 1)a = Cp, 1) + go + go 
因此 应 该 满足 条 件 
(@,l)s + g + g, = 0. (45) 

于 是 , 当 满足 条 件 (45) 时 间 题 (44) 是 可 解 的 。 我 们 来 求 这 个 
解 的 先 验 估计 ， 像 研究 问题 (28) 时 一 样 , 我 们 求 得 

Ly, y] = (ays, ya)ot = (p, y)a + gy(0) + zyG). 
注意 到 条 件 (12), 定 义 (37) 及 不 等 式 (38), 我 们 得 到 

yas yz)o+ < loll ollyli + MCgol + le lllyl. (46) 
在 本 章 $5 我们 将 要 证 明 ( 引 理 3): 
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(ez, zz)o+ > Millel — Mr, 1)5> 
其 中 M, 5 M, 是 与 网 格 5 和 v(x) 无 关 的 正常 数 。 据 此 , 从 
不 等 式 (46) 求 得 
coMillyll < lpl ollyth 


+ M(|go| + lg )lyll + coMaCy, 1). 
现在 利用 $1 中 的 e- 不 等 式 《16) 来 估计 乘积 lpll_ollyl,, 
lellyl letis 我们 得 估计 式 


CoM = e= 2M Eo] 


+M delit lel) + aMay, 132. 


选择 。 > 0 使 之 满足 条 件 (coM, 一 一 2Ms) 一 coM1/2, 我 
们 得 到 下 面 的 先 验 估 计 : 


ylR< Milellzs + lgl? + lgl? + Cy, 1)8}. (47) 


除了 已 知 量 之 外 ，(47) 的 右 端 还 包括 未 知 解 与 1 的 内 积 的 平 
方 。 这 一 项 的 存在 与 下 述 情况 有 关 : 正如 问题 (1) 与 (28) 中 
所 见 ,未 知 解 不 唯一 ,可 以 相差 一 个 任意 常数 项 . 

我 们 利用 先 验 估计 式 (47) 来 研究 差分 格式 的 收敛 速度 。 
在 区 间 [0, 1] 上 考虑 问题 : 
(ku')’ = —J(z), KC0)u"(0) = — go, KUWU) 一 — m. 


(48) 
假定 满足 可 解 性 条 件 
f oaz +g+tg=0. (49) 
给 定 未 知 解 对 单位 元 的 投影 
| ~ o (50) 


TJ IRE BS —EPE. ESIA o EBI] (44) 23638 
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近 问 题 (48),(49) ,在 (44) 中 
a(x;) = K ( asa, 2), g(xi) = fC) — R/1, 


R = (f, 1)a + g + go 651) 
而 条 件 (50) 用 条 件 
G, 1) = 0 (52). 


来 逼近 .根据 公式 (51), 逼 近 问题 满足 条 件 (45) ,因而 它 是 可 
解 的 . 
我 们 来 考虑 函数 z(x) 一 yG) 一 u(x), 其 中 y(x) 是 问 
题 (44),(51),(52) 的 解 , 而 《x) 是 问题 (48) 一 (50) 的 解 。 对 
函数 z(x) 得 到 问题 
一 (azz)s = pa), z€ o, ~azo = 0(0), 

QNZRN 一 On (z, 1)a -x 9 pa (u, 1)s. (53) 
因为 问题 (44),(51),(52) 与 (48) 一 (50) 是 可 解 的 ,所 以 问题 
(53) 也 可 解 。 注 意 到 先 验 估计 式 (47) ,对 z(*) 我 们 有 

Iz < Mile le + [GOF + [GDP + (z, 1)8}. 


(54) 
根据 原先 证 明 的 %(x) = 0( 如 )， 由 (53) 得 


(Da 一 (Do 人 code 一 Go 1)a = oG. 


这 样 就 从 (54) 求 得 lelh 一 oG. 差分 格式 《44)，(51)， 
《52) 的 收敛 性 得 证 . 

4. 一 维 四 阶 方程 的 第 一 边 值 问 题 。 “现在 转 到 逼近 四 阶 
常 微分 方程 边 值 问 题 的 差分 格式 . 设 在 区 间 [0,!] 上 引进 步 
长 为 4 的 均匀 网 格 o. 在 5 上 考虑 下 述 问题 : 

Yzzzz = @(z), z€ Ó, (55) 
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Ł >” 
s0) = o, y, 一 zet FY 


=Ë g) + wis 
(56) 


> 
yz JA 7?" LE Z yaza \z=1 


一 -E0 — h) + wiy yG) = x. 


在 第 四 章 $6 第 4 段 中 已 经 证 明 ， 问题 (55), (56) iss 
O(h?) 逼近 问题 
w”? = g(x), 0 < x < 1, 
gl soam oam a D 
我 们 来 研究 问题 (55)，(56) 的 可 解 性 并 得 出 它 的 解 的 先 
验 估计 ， 将 方程 (55) 乘 上 上 yeh 并 将 所 得 关系 式 按 网 格 ó 
求 和 : 
(yarr 》)2 一 Cp, y). 
有 和 用 $ 1 中 的 格林 公式 (14) 变 换 左 端 得 到 
(yz, 1)o 十 [yasay 一 yzzyz]w-i 一 [yzxry 一 yszyz], 
= (p; x)a. (58) 
为 了 进一步 变换 所 得 关系 式 的 左 端 ,我 们 利用 边界 条 件 (56) ， 
因为 图 一 yo 十 jyzoyyN-i 一 3N — hya 所 以 
[yarsy 一 yazya] 一 —y,=zy|,— + Yre 一 hY srr) | =o 
[yaxay 一 yizyz]w-i = ysszy|,=i — ya(Cyaz + hysss)|,=15 
再 注意 到 (56) ,就 得 到 
一 [yazzy 一 yayah 


一 一 yzzeoto 十 z yxa — holh )yCh) 


+ hqp (hw 一 T WY z3 
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[yaxzy 一 yaxyx]N- 


一 yizzantw 十 £ yn 一 hp( — A)yG — ñ) 
+ hpll — hw, — 三 ya Nw, 
将 这 些 关系 式 代 人 (58), 求 得 
Ga Da + Ë (yho + yin) = (0, y) 
+ ZL (yeri + yawi) 一 如 PC 


— plU — h)u]. (59) 


设 yl) 是 齐 次 (p = 0, w = w, = w= w =0) 问题 (55), 
(56) 的 一 个 解 ， 于 是 从 (59) 推 出 


Oes I)o = 0, yin = 0, yn = 0, 


但 仅 当 y(x) = ax + b 时 《其 中 4 与 。 是 某 些 常 数 ) 才 有 
Qp, 1) 一 0。 从 关系 式 内 一 0 与 yt 一 0 推出 a= 0, 
亦 即 yC) = const, x € .因为 根据 假设 y= yn 一 0， 所 以 
yG) = 0,z€@. TE yG) = 0 是 齐 次 问题 (55),(56) 的 唯 
一 解 ,从 而 对 任意 的 plr), wos wiy wos wi 问题 (55), (56) 的 
解 存在 且 唯一 ， 

我 们 来 求 问题 (55)，(56) 的 解 的 先 验 估计 。 将 其 解 表 为 
yE) = y(a) + (2) 的 形式 ， 其 中 y(a) 是 具有 非 齐 次 边界 
条 件 的 齐 次 方程 的 解 : 

Jes = 0, z€ Ó, Fo = Wos Yro = Wos 


(60) 


Jan 一 wi, Jn = ws 
而 %x) 是 下 述 问题 的 解 : 
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z€ Ó, NERE 


Agut E hole =Ë p4) 
> 
= LG. — hrr) | =o (61) 
2 3 
$: + Eha +Ë Jaza z= 一 一 £ 9( — h) 


一 L (s + hyazz) | =Ó, 


对 给 定 在 5 上 的 网 格 函数 ,我 们 引进 范 数 
leli = Nola = Nesella + Iols 


其 中 vss = lolio = Coers az), 
根据 恒等式 (59) ,对 问题 (61) 的 解 我 们 得 到 
BB, + Z Gla + 31.) 
= (p, $), + Faoz 一 hy...) 
— Bz, Far 十 Byssa)s, (62) 
我 们 来 估计 这 个 关系 式 的 右 端 ， 因 为 
(X 一 hy...) = 2ys,(h) — y: (24), 
两 次 应 用 $ 1 中 的 s- 不 等 式 (16) , 即 得 
ECA i hyxrx)ol < 2|3, yaz, al k a | ayazoal 


< (e, 十 6) 只。 十 向 FO) 
1 ~ 
+ — (2). 
48; 


Q eit s, = 2/A HE JCh) 5 7O24) 的 系数 相等 ， 亦 即 
令 1/6 = 1/4e:。 解 此 方程 组 得 s 一 m =8/h. 从而， 


|, Gy; 一 by...),| < A Fin 
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十 PUERO) + y;,(20)1. 
类 似 地 可 建立 估计 式 


lenza 十 67azz)x| < 2g 


Z YEN 


十 ŽAO A) 十 FCI 一 24)]. 


将 所 得 估计 式 代 人 (62), 34 p < 1/5 (RP 24 ¥ 1—24) 
我 们 得 到 


lll, < (e, 3),l + > A[31,GA) + F324) 


+ FCI — 2A) + FCI — h)1< Ippo 
5 pd 
$ 8 |lyll2,. (63) 
利用 $ 1 的 哥 西 不 等 式 (15) 及 s- 不 等 式 (16) 我 们 来 估计 
右 端 第 一 项 : 
Ips Dal < Eli + = lol. (64) 
在 本 章 $5 ( 引 理 5) 将 证 明 ， 对 给 定 在 网 格 5 上 并 在 * = 0 
与 * = 1 等 于 零 的 网 格 函数 ,成 立 不 等 式 
os 由 三 M.lle||š, Ms = const > 0. (65) 
把 估计 式 (65) 代 入 不等式 (64), 又 把 不 等 式 (64) 代 人 估计 式 
(63) 并 令 e = (2M), 我 们 得 到 


ll < Moellell + Ž ll. (66) 


现在 来 估计 间 题 《60) 的 解 ， 经 过 适当 的 运算 求 得 问题 
(60) 的 解 为 
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mm 


w — w, + l + À (1 — w) Ci 
IG — hQ — 22) 


w, 一 wo— lw, + (z, — w) 
IG — AXI — 2h) 
X (l — x), z€ @. (67) 
tiit Fal), A 
= 2 
[yx le <U- {3C wal + (wl) 
© HU w| + lwil)} 
因而 当 4< 短 2/5 时 ， 
Ilie < + {3Cel + l|) + 2 
+ ||). (68) 


把 这 些 估计 式 代 人 (66) 且 考虑 到 不 等 式 (65), 我 们 得 到 函数 
j k wio) 范 数 的 估计 


B< G + Molel + z 


x L Ae {3an + wl) + ACi] + Juil) P. 


现在 按 wia) 范 数 估计 函数 7(z)， 由 (67) 求 出 
ly <2 wol + |l) + wl + |). 
考虑 到 这 个 不 等 式 和 不 等 式 (568) ,我 们 得 到 


l< > Bwl + lwl) + UC wl + |o) 
+w + ||) 十 Keil + l|). 


#JF89J6 248 TEPS 3k y(*)， 它 等 于 函数 yG) 35 yG) 之 
# 结果 得 到 所 求 的 先 验 估计 
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lyi < 23l + ID 
<21 十 Molopll +C lw] + {wl) 


Hahl + wip SH 


x (3(1=l + ||) + Uw] + esl)F. 
这 样 就 得 到 了 问题 (55),(56) 的 解 的 估计 .从 所 得 的 先 验 估计 
并 考虑 到 问题 (55),(56) 对 问题 (57) 的 逼近 误差 的 估计 (参看 
第 四 章 $ 6 第 四 眉 ) 可 知 问题 (55),《56) 的 解 以 速度 O(P) 收 
敛 于 问题 (577 的 解 。 
5. 弹性 支承 杆 的 离散 模型 ， 考 虑 下 面 的 网 格 问题 : 
yaxzr = p(X), rED, (69) 
p = wo， 一 yzz + hyrs | = Ao + holh), (70) 
yaz 十 Aysa |,—i = Ai — Koll — h), yQ) = w. 
我 们 来 求 它 的 先 验 估计 . 这 个 问题 的 解 可 表示 为 形状 y(*) = 
3(x) + yG), z€ 6 其 中 7(x) 是 问题 n 
Vaxar 一 0，x6o， 
ó = wo， 一 7xz + hyrzs| so = 0, (71) 
Fes + hyszs |e = 0, Y0) = ws 
的 解 ,而 GO 由 下 述 方程 确定 : 
Poris „n pls), z€ Ó, 
b = 0, — fer + bb. |—& = Aa + kph), (72) 
Jer 中 用 多 zz| ze Fa A, = iol h), $) = 0, 
将 问题 (72) 的 方程 乘 上 ?xz)4， 然 后 将 所 得 的 表达 式 按 网 格 
鸟 求 和 ,再 利用 $ 1 中 的 格林 公式 (14) 变 换 所 得 的 关系 式 , 并 
考虑 到 (72) 的 边界 条 件 , 求 得 I 
lalio = (p, 3) + A os + (Z an. (73) 
我 们 来 估计 所 得 关系 式 右 端 各 项 。 根据 S 1 的 哥 西 不 等 
式 (15)， 
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Ke $al < lello. 
注意 不 等 式 (65) ,我 们 得 到 


Bh< [ol E EE 8.6 << 1 
我 们 选取 参数 0 使 | 5 PRZE IENS 
VM G+ MOIM, M|, Ri I 
Ips $), <V G+ MO/M, lllo. 
在 本 章 $4 中 (定理 3) 将 证 明 ,对 于 给 定 在 均匀 网 格 5 上 的 
任意 网 格 函数 v(x) ， 
livslust < Mek, M = const > 0. (74) 
利用 这 个 不 等 式 我 们 求 得 
VA San + A Bar| SA + AL) V M Nl. 
由 此 并 从 等 式 (73) 推 出 


中 1 十 M 
l, < { lo 
6 


+ VHA + AD Bl 


根据 (65) 有 


M 
H > ` 6 ° ñ 
||? I + M, lal 


将 这 个 不 等 式 代 人 上 一 个 不 等 式 的 左 端 ， 就 得 到 问题 (72) 的 
解 的 先 验 估计 


ph < HEM f EEM hoh, 
+ VAAN + | 
我 们 来 估计 问题 (71) 的 解 ， 显然， 
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yG) 一 u k 
因而 m A 
ll = ly, < VT llyl,< V wl + lol). 


所 以 
lyla < ila + Iy, < =L Ma 
6 


x [HE toh + Vie + eD} 


+V (lwl + ||). 
这 样 就 找到 了 问题 (69),《70) 的 解 的 估计 ， 利 用 第 四 章 
$6 第 四 段 的 结果 ,容易 验证 ,问题 (69),(70) 以 误差 O) E 
近 弹 性 支承 杆 的 弯曲 问题 , 即 
{ 1W0 一 (xz)，0 一 xz 一 )， 
w(0) 一 w, — w" 0) = As, w OSMA, wl)=w, 
(75) 
注意 到 这 一 事实 ， 从 所 得 先 验 估计 推出 问题 (69),《70) 的 解 以 : 
速度 OCA) 收敛 于 问题 (75) 的 解 。 4 
6. 带 有 一 个 “自由 端 ” 的 弹性 杆 的 离散 模型 。 我 们 来 求 
下 述 问题 的 先 验 估计 : 
yaxis = P1), z€ à, 


2 
y(0) = 0, y; -Eya + E yal 


k š 
NS; 2 ph), (76) 
yaan = A + Q + p01), 
= = 二 E 
yazan = Q + À [ec A) + = D]. 
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它 是 弹性 杆 的 弯曲 问题 在 网 格 a 上 的 模拟 ， 该 杆 的 左 端 
(x 一 5) 刚 接 , 而 右 端 处 于 外 力作 用 下 。 将 问题 (767 的 解 表 为 
两 个 函数 了 (x) 与 3(x) 之 和 的 形式 ,其 中 


se) 一 | 竺 (Go 一 好 cea) 十 全] =， 


而 8(x) 是 下 述 问 题 的 解 : 
Pr = p(x), z€ ó, (77) 
$O) = 0, y, = 0, 


o k? 
Jizn = MA +o +7 (78) 


Pw = 0 + [ee 一 4) ++ o0]. 


把 方程 (77) 乘 上 $C) 并 将 它 按 网 格 @@ 求 和 .利用 $1 的 格林 
公式 (14) 变 换 所 得 的 恒等式 , 且 注 意 到 边界 条 件 (78), 经 过 若 
干 变换 之 后 有 
lllo = (ps $a + Ofn + A Ban. (79) 
我 们 来 估计 这 个 关系 式 的 右 端 。 根据 哥 西 不 等 式 (p 
3)s| 三 ell 中 在 本 章 $5 GIE 6) 将 证 明 ， 对 给 定 在 G 
上 并 满足 条 件 o = vi = 0 的 任意 网 格 函数 v(x) , 成 立 不 等 
式 


lel < £ el, (80) 
FA lol < 1/02 + ll 有， 从 而 


sp | 2 =Ë 
Ilp, $). Z 


2 + 


lp lolll. 


根据 同一 不 等 式 (80) 
oll2 12 2 
ISo 2 4r +h ipi. 
把 这 些 估计 式 代 入 (79) 得 到 


. 285. 


< 12 +, f META 
p<; = lehl 
+ NOl |x] + lZ 1151]. G 


在 本 章 $ 4 将 证 明 (定理 3), 对 给 定 在 6 上 的 任意 网 格 函 数 
vx) ， 成 立 不 等 式 
lel? < Mloli, M = const > 0. (82) 
注意 到 这 个 不 等 式 和 不 等 式 (74) ,我 们 得 到 
lOl lirl + Tsl < Ol + MIAE DN 
从 这 个 不 等 式 及 不 等 式 (81) 得 估计 式 


8 12 + 1 
-a L Ña sË a 
ll 12 


x |— Il + mlo] + mæl]. (83) 
[teh + lol + uel). ( 


现在 来 估计 函数 y). 显然 


Mal < Pe [|E G... = 89...) 


k 
+Ë lew]: 
2 
k 1 
但 zen — b... | = zl + 3yza 一 yzs|， 


根据 不 等 式 (74) 有 
A|2|3,.. 一 h$. a| < 3MI;. 


其 次 
k k5 KP 
n A)| = 2— [ho h)” <2 
2 lp) z PPC )) < ; lllo 
p” 
<7 lel 


考虑 到 这 些 不 等 式 , 我 们 得 到 7l 的 估计 
.286 。 


4 
IFN < 32], + = lol. 


将 估计 (83) 代 人 上 式 并 利用 三 角 不 等 式 来 估计 ye) = ?十 了 
的 范 数 , 我 们 得 到 

lyla < MClel + | Z| +1901), M = const > 0. 

像 通常 一 样 ， 从 这 个 先 验 估计 可 推出 问题 (76) 的 解 对 微 
分 方程 相应 问题 的 解 的 收敛 性 ,但 我 们 不 去 讲 它 了 . 
， Z 理想 匀 接 的 二 个 杆 件 系统 的 离散 模型 . 我 们 来 考察 
一 下 ,如 何 研究 具有 连接 条 件 的 网 格 问 题 ， 设 = (x = x,| 
z =b, i 二 0, 土 1，*…， 土 N,， ) = 1/N} 是 给 定 在 区 间 
[— i, 1] 上 步 长 为 的 均匀 网 格 . 以 6 表示 网 格 5 中 位 于 
KE [一 1, 0] 上 的 节点 所 组 成 的 子 集 合 . 外 

õa = {xrili= —N, —N+1,...,0}. 

REX o, @ 等 等 (参看 $ 1 第 一 段 ) 那样， 我 们 以 or Ôa 
wis toa 表示 ma 的 子 集合 . Ék Ons wn 等 等 为 5 中 位 于 [0， 
1] 上 的 节点 所 组 成 的 相应 的 子 集合 . 


在 网 格 5 上 考察 下 述 问 题 : 
Yaris = PC), z€ da UÓ, (84) 
yaz + hy, a| 8 = AT — hip(—h), x = , 
—y= + hy, £ = At + P'g(h), x = 0, | (85) 
Yarz — yaza = @ + 3hg0(0) + P'p.,(0), x = 0, 


P 
y(—/) = 0, y — ya + ra 

K 

=> o(—i +h), 

2 
4 P | (86) 
yz 十 2 y: 十 z yasal 

局 
=e — h), y(!) = 0. 
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容易 验证 , 问题 (84) 一 (86) 在 网 格 5 上 以 误差 O(P) 逼近 两 
个 杆 件 系统 的 弯曲 问题 ， 此 两 个 杆 件 在 点 * = 0 处 彼此 理想 
铵 接 且 在 * =— 1 5 z = 1 为 刚 接 ; 
wh = px),—l<r<0,0<xr<1i, 
[w]l 一 一 0，w (一 0) = A7, 

—w(+0)= A+, [w] = F, 

w(—I) = w'(—1) = wl) = w) = 0. 
EEDE RRRA (85) 曾 在 第 四 章 中 建立 
(参看 $6 中 的 公式 (20) 与 (19), 其 中 a 一 8 = 0). 

我 们 来 求 问题 (84) 一 (86) 的 解 的 先 验 估计 ， 将 方程 (84) 
RE yG, 然后 按 网 格 ba 与 6r 对 它们 求 和 , 且 将 所 得 的 关 
系 式 相 加 .利用 1 中 的 网 格格 林 公式 (14) 变 换 之 后 得 到 关 
系 式 : 

|lyz, |o + lyzl + (yzzy 


(87) 


-1) 


一 yaaya) 


(+D 


— (yz Í yt) 一 y,zy<z)-i + (ya yC 一 yaaya di 
— (yz. yt) — y, yz) = (P> y)sn + (@, y)an. 
利用 连接 条 件 (85) 与 边界 条 件 (86) 变换 所 得 的 恒等式 的 左 
端 ,我 们 得 到 下 述 能 量 恒等式 : 
lysshow + lyallii, +E OSD + 140) 


= (P, y), + @y(0) + A ya(0) 
+ €t*y,(0). (88) 
估计 此 恒等式 的 右 端 : 
]|(@, y); + @y(0) + A ys(0) + Aty) 
< llellllylls + IPI ly] 十 11ys(C9) 
+ L+ |y.C0)) < opliollylo + IPye 
+ | -Talleet + [A+] |y,l|ca t 。 
进一步 利用 e- 不 等 式 并 考虑 到 关系 式 (74),(82) ,得 到 估计 式 


+ 288 + 


Ips y) + @y(0) + -yz(0) + Aty) 
< el + M + Dg, + lll...) 


+Š Cele + lel? + LAP 126219. (89) 
我 们 来 估计 恒等式 (88) 左 端的 下 界 。 假定 在 $5 引 理 2 
中 后 一 0, m = Z, Bmt on IAEE toa LRR oC) = 
ye(e) ,得 到 估计 式 : 
lya, + 2 iD > — BP 
1 2 
Wry Mlaen (90) 
因为 y( 一 1) = 0, 则 令 55 引 理 2 中 的 一 0, 6 一 5a 并 当 
n — co 时 取 极限 ,我 们 确信 成 立 不 等 式 
lya > lke» 
考虑 到 这 个 估计 式 ， CR 
yell wa EE 2 a 1) > >; peler. 
假定 4 <1/2， WS 
lya, + 2 AD > Syl. 


从 这 个 估计 式 推出 


2 2 2 4 2 
lyzl t FE y(—1) > Pawan (91) 
类 似 地 可 证 明 估计 式 : 
lal. + ŽAO > Hb (92) 


回 到 能 量 恒等式 (88). s sua 
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从 (88) 得 到 估计 式 
z x 2 2 
| Ga +M + | vl, + lliga) 
< (Ielš+ oP+ lA + 1*1. 


此 处 令 se 一 2 [4 +AU + M +M), RAI F 
(84) 一 (86) 的 解 的 先 验 估计 : 
|l... + lli. < M(lelli + lot? 
+ ||: + At, 
其 中 M = const > 0, 
从 所 得 的 先 验 估计 用 通常 的 办 法 可 推出 问题 (84) 一 (86) 
的 解 对 问题 (87) 的 解 的 收敛 速 度 的 估计 ， 


$3. 固有 值 的 网 格 问题 


当 我 们 研究 差分 格式 得 出 这 样 和 那样 的 估计 时 ， 有 必要 
将 网 格 函数 按 适当 的 差分 问题 的 固有 函数 展开 .在 这 一 节 我 
们 研究 最 简单 的 网 格 固有 值 问题 的 基本 性 质 。 我们 将 考察 二 
阶 差 商 算 子 和 矩形 区 域 中 拉 普 拉 斯 算 子 的 五 点 逼近 的 第 一 与 
第 二 问题 .所 有 讨论 都 是 对 均匀 网 格 进行 的 . ` 

1. 二 阶 交 商 算 子 的 固有 值 的 第 一 边 值 问题 . 我 们 都 知 
道 , 求 

u(x)+ łu =0, 0<xr<i, 0)=u()=0 (1) 
的 固有 函数 与 固有 值 的 问题 就 是 求 参 数 1 的 值 (固有 值 ), 使 
得 齐 次 问题 (1) 有 非 平 凡 ( 不 恒 为 0 的 ) 解 (x) (固有 函数 ). 

问题 (1) 的 网 格 模拟 可 以 表达 如 下 。 设 在 区 间 [0, 上 ] 上 
引进 以 大 一 /N 为 步 长 的 均匀 网 格 o. 在 网 格 o LARN 
题 (1) 的 差分 逼近 : 
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yazz 十 嫉 一 0 xzEo y= y= l, (2) 
要 求 参 数值 (固有 值 ), 使 得 问题 (2) 有 非 平凡 解 yx) (固有 
函数 ). 

我 们 来 求 问题 (2) 的 通 般 .将 方程 (2) 改 写成 下 述 形式 : 


hh \ 
yi — 2 人 <= =) Yi + Yin = 0, 


J == Y. 25 s N= 1, G) 
引进 记号 
1 一 经 = cosah. (4) 


利用 记号 (4),(3) 的 特征 方程 可 化 为 形式 
@— 2c sahq + 1=0. 
这 个 方程 的 根 是 q, = e, q = e. 因此 , 方程 (2) 的 通 
解 形式 为 
y(<) = Cie + Ce = cisinax + cicosax, 
常数 c 与 c: 由 (2) 的 边界 条 件 确定 : 
y0) = ¿= 0, yG) = csinal = 0 (5) 

为 了 满足 (5) 的 第 二 个 关系 式 ,或 者 ci 为 零 ,或 者 sinal 为 
F. 但 因 cf 十 ixo, 故 ci 不 能 为 零 。 因此 sinal = 0, 亦 
BI a = kr/l, k = +1, +2,-++, 这样 ,问题 (2) 的 解 就 是 函 
数 


mC) sË. k= sisa. (6) 
由 (4) 求 得 问题 (2) 的 固有 值 就 在 数列 PA 
k = $ sin Ë, k= 41, +2, +. 


之 中 . 注意 , 零 不 可 能 是 问题 (2) 的 固有 值 ， 因 为 它 所 对 应 的 
解 恒 等 于 零 . 在 上 述 序列 剩 下 的 那些 项 中 ,只 有 (N 一 1) 项 
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ERE AAN t k=1,2, +, N — 1. 这些 就 是 问题 
(2) 的 国有 值 . 
现在 来 证 明 , 由 关系 式 (6) 确 定 的 固有 函数 mla), k= 
1,2, -…, N— 1, 是 彼此 正 交 的 . 实际 上 设 固有 值 44 对 应 
于 固有 函数 px(x)、 固 有 值 4% 对 应 于 固有 函数 pm G). 设 
k> m B 1<k,m<N=— 1. 将 关系 式 
(pk)Jzz + liur = 0, r€ o (7) 
与 wn(x) 作 内 积 ,又 将 关系 式 
(pn)ze 十 apm = 0, r€ o 
与 ma) 作 内 积 ,然后 从 第 一 个 式 子 减 去 第 二 个 ,得 到 
0 = (C )ars Pm)o — (Cpm)iss Bk)e 
+ (L, — 1,,)X ko pem)». 
对 右 端 前 两 项 应 用 $ 1 的 第 一 差分 格林 公式 (12)， 得 到 
O = — (pr)a, (pn)z)o+ 士 ((pn)z， (pk)z)o+ 
+ (Mk 一 hn) to Bn)e 
= G, 一 Am) (prs pen). 
H TF34 K m, 1 <k, m =< N 一 1 时 , 1, = tms ATA 
(Cu Hm)a = 0. 


因此 固有 函数 是 正 交 的 .我 们 选择 (6) 中 的 常数 o 使 得 固有 
函数 的 范 数 等 于 1。 直接 计算 表明 
(eo pt)o = c1|2. 
& “一 W 211 ,就 得 到 juls = 1. 
令 = V 211 ， 计 算 固 有 函数 (6) 的 左 差 商 : 


EO 2 sin (kxx/l) 一 sin (kx(x — h)/1) 
h 


— VN sia GD) 
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X cos Be in 
=V uV 211 cos(ka(z — h/2)/). 
将 方程 (7) 与 pm (*) 作 内 积 并 应 用 $ 1 的 第 一 格林 公式 (12) 
变换 所 得 的 关系 式 
0 一 (pr)zr» pm)o 十 ROE pm) 
一 —((pe)s, (pm)a)ot + XC pks pm)o. 
HEE , 4 £ m $ 
(Gu; (um )z)o+ 一 0， 
亦 即 固有 函数 的 差 商 在 内 积 (,)。+ 意义 下 是 正 交 的 . 
设 f(x) 是 上 任意 的 网 格 函数 (或 是 瑟 上 的 岗 格 函数 并 
在 x 一 0 与 x 一 1 等 于 零 )， 将 1(x) 按 固有 函数 {px(x) 了 
展开 , 亦 即将 f(x) 表 成 和 的 形式 


O = iha, (e) 
其 中 是 函数 fx) WREAK. 将 (8) 与 un(x) 作 内 积 ， 
求 得 
Cfo pn) = 办 (pk pm) = fme 
将 (8) 左 右 端 平方 并 与 1 作 内 积 


(P, D, = (Š fun), 1) 
N-1 N-1 
= P2 frifmC hrs ,)a = > fi. 


所 得 的 关系 式 就 是 帕 塞 瓦 等 式 的 网 格 模拟 . 
我 们 来 更 详细 地 研究 问题 (2) 的 固有 值 u. 注意 、 当 外 


从 1 变 到 N 一 工时 函数 sin t 单调 上 升 。 因 此 ， 当 二 m 
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时 , 2; < åm 熟知 ; 当 0 < a < z|2 时 ,对 函数 (sina)/a 成 
立 估计 式 

2/= < ( sina)/e < 1. 
因为 

— (Y (sin Ckrhl Q) Y 

_ (Ë) ( kah| (27) ) 


K=2 sina 下 
= o) 
所 以 QORIY < 1, < Cha/1), 特别 地 ， 
4, > 1, > 4/P. 
实际 上 对 第 一 固有 值 1, 有 更 精确 的 下 界 估计 .从 (9) 有 
dx 的 所 sin 2a 


da T \T 


(æ — tga) < 0, 
O, <a <=, 
2 


由 此 推出 , 当 步 长 4 增 大 时 固有 值 减 小 ,而 由 于 在 区 间 [0, 1] 
上 人 问题 (2) 的 网 格 % 的 最 大 步 长 是 加 一 71/2, 所 以 
Cho) = 8/P < 1⁄2) < Ch). 
总 结 所 得 的 关于 问题 (2) 的 固有 函数 与 固有 值 的 有 关 结 
B. 为 了 强调 问题 (1) 与 (2) 的 固有 函数 及 固有 值 的 相似 性 ， 
我 们 并 列 地 引入 问题 (1) 的 解 的 性 质 ( 见 295 页 上 的 表 ). 
2. 二 阶 差 商 算 子 的 固有 值 的 第 二 边 值 问题 .考虑 问题 
u” (x) + 2 = 0, 0 < x < 1, w'(0) = G) = 0 
的 网 格 模拟 . 我 们 以 误差 O 逼近 边界 条 件 , 即 
Yaz + ly = 0, z€, 


0 ya — Žan =o. l (17) 
注意 ,在 差分 问题 (17) 的 边界 条 件 中 出 现 固有 值 , 虽 然 在 被 逼 
近 的 问题 的 边界 条 御 中 并 没有 固有 值 . 
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间 a GO) 


aa O 


ua) =V F sin t, 


H) = vm sn = > 


固有 函数 
k=1,2,-=- k=1,2,- N—1 (10) 
Ar = (&=/D* W 
pa 112522 A= = sin PTE 
° =) 27 y NS D 
Ne koaia ey =, 
固有 人 š eq QKL ULAY 
当 k>m 时 Xk>Am， 
N28/r a2) 
f uaind = an Chro Pm) 
I = > GO, GD 
因 有 函数 > 
的 正 交 性 | 其 中 64,m 是 克 罗 内 克 符 号 一 om a3) 


1 当 k=m 
au 人。 Siz 
We)=V An VTJ cos =, Bra = V X, V 2/1 
固有 函数 | km(x — h/2) 
的 导数 一 1，2，… CaA 
GERI) =V X, E) 
k=1,2,--,N —1 
WARN (u, (ey Odr = rôn, n (CAkz， Hmz)ot 
ÈR L š a =J) phatimzh = Ahôr,m 
的 正 交 竹 | wt 
对 任何 函数 对 给 定 在 w 上 的 任何 网 格 函 数 f(x) 
f(x) EL,(0, D> (x) S, (0 ap 
图 有 函 = 1e) 一 kit (x) 
数 系 的 Ke) = > fan) ja AT 
完备 性 | up = [EAs =) C15) 
大 一 132，… 
(EAA 
等 式 


Ë ”让 是 网 格 算 子 , 它 由 以 下 关系 式 定义 : 


_ v x=0, 
Åv = { — vz» zew, (18) 
s S 
于 是 问题 (17) 可 改写 为 


Åy = 1y, “€. 
问题 (17) 的 解 及 其 性 质 完全 可 象 问题 (2) 那 样 得 到 ,所 以 我 们 
就 不 去 讲 它们 如 何 得 出 ,而 立即 引入 结果 一 览 表 : 
1) 固有 函数 
p) 一 MIJI cos(kaz |l), R=1,2,...,N—1, 
(ls) 一 TIR u (x) = MIN cos(Nxz| D). (19) 
2) 固有 值 


u = sinë 人 k=0,1, +, N, (20) 
RIY S 1, < (kr/l), k =1,2, +, N, Q1) 
3⁄4 k > mkt iS ii (22) 
a > 8/P, L= 0. (23) 
3) 固有 函数 的 正 交 性 
(eo Ba)o = Ón. (24) 
4) 固有 函数 的 差 商 


(GO): = — Vx, V2]1 sinktr((r 一 212)1D 
= VW), k=1,2,-.. N — 1, (25) 
(as(a)); = — Vin VI sin Na((z — A/2)/1) 
Vin An (z). 
5) 固有 函数 差 商 的 正 交 性 
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(ass pms)ot 一 iD, (26) 
6) 固有 函数 是 网 格 o LOE. 对 给 定 在 5 上 的 任意 网 
HEAR f(x)， 


1 = > Jo， (27) 
k=0 
其 中 

fe = (pra k= 0,1, t N, Q8) 

是 函数 (x) 的 传 里 叶 系数 . 

7) 帕 塞 瓦 等 式 
Iæ = i= (Do 一 >` ñ. (29》 
k=0 


3. 拉 普 拉 斯 网 格 算 子 的 固有 值 问题 . 设 在 矩形 
G= {0< r Slas a= 1,2} 
中 给 定 均匀 的 矩形 网 格 5 一 6 X 6， 设 w 二 o, X o EX 
个 网 格 的 内 节点 的 集合 ,而 r= oo 是 它 的 边界 节点 的 集 
A. 在 网 格 o 上 考虑 如 下 固有 值 问 题 : 
I: = — Yir, 一 yar = y, x€ o, 
I) = 0, x€ v. 
容易 看 出 ,问题 (30) 可 以 进行 分 离 变 量 且 有 解 
(z) = u, (zi) (z), Ae = lar hrs G1) 
k= (ko Kk), k= 1,2,-.. Na— 1, a= 1,2, 
其 中 Matata) 由 关系 式 (10) 当 1 = L, k= kas z==, 时 给 
出 ,而 tats 由 关系 式 (11) 当 /一 lo, k = kas h = h, = LIN, 
时 给 出 问题 (307 的 固有 函数 (31) 是 正 交 的 , 亦 即 
(el), uml) )o = > hı > ESE X2) pn ti xz) 一 um。 


在 网 格 o 上 再 考 虚 一 个 固有 值 问 题 
Ay = (À, + À,)y = iy, x€, (32) 


(30) 
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其 中 算 子 记 由 关系 式 (18) 当 x 一 x, l= L, h = he ao 一 由 
时 确定 ， 问 题 (32) 是 矩形 中 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 固有 值 的 第 二 
边 值 问题 的 网 格 模拟 , 象 问题 (30) 一 . 样 , 它 可 以 进行 分 离 变 量 
且 有 如 下 的 解 : 
pC) = RENI AEAN 4, = ly. T+ 2k,» (33) 
k= (h, k), ka = 0, 1, tt, Nasa = 1,2, 
其 中 pots(xs) 由 关系 式 (19) 4 1 — las k = kas z 一 x 时 给 
出 ,而 tate 由 关系 式 (20) 当 1 = las k = kos h = ha = LIN, 
时 给 出 问题 (32) 的 固有 函数 (33) 是 正 交 的 : 


GG), pmlx))s 一 Stm。 


34. H X £ FE 


在 本 章 的 S 2 中 当 对 区 间 上 的 网 格 问题 的 解 进行 先 验 估 
计时 ， 我 们 碰 到 有 必要 比较 同一 函数 的 各 种 范 数 ， 比 较 范 数 
时 要 求 通过 带 有 与 耻 格 无 关 常 数 的 一 种 范 数 来 估计 另 一 种 范 
数 ， 在 研究 多 维 网 格 问题 时 也 会 发 生 类 似 的 情况 . 

在 这 一 节 将 建立 一 系列 这 样 的 不 等 式 ， 它 们 把 给 定 在 区 
间或 矩形 网 格 上 的 网 格 函数 的 各 种 范 数 联系 起 来 .我 们 将 要 
考虑 的 只 是 这 样 的 不 等 式 ,其 中 的 常数 既 不 依赖 于 函数 本 身 ， 
也 不 依赖 于 网 格 (函数 定义 在 此 网 格 上 )， 确立 这 些 不 等 式 的 
命题 将 称 为 嵌入 定理 . 

1. 一 个 自 变量 网 格 函数 的 嵌入 定理 . 。 我 们 将 研究 给 定 
在 网 格 5e [0,1] 上 的 网 格 函 数 .。 在 这 一 段 的 一 部 分 定理 中 
将 假定 网 格 是 均匀 的 ， 而 在 另 一 些 定理 中 将 不 用 均匀 网 格 的 
假定 。 先 提 及 本 段 将 要 用 到 的 关于 网 格 函 数 范 数 的 一 些 记 
5: 
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lelle 一 maxlv Cx)|, oallc = max. |ezG)1; 
lelo = jis lw = (v, s), |les|| = (vz, v), 
[zs] 一 (zzz， za 

定理 1。 对 于 给 定 在 任意 非 均匀 网 格 o 上 且 在 * 一 0 

与 + 一 1 为 零 的 任何 网 格 函 数 v(x), 成 立 不 等 式 
lolle < Mallvalle, (1) 

其 中 M, = 1/4. 

证 明 . 对 函数 e@) 成 立 表达 式 


x25 vz,jħjs v; 一 一 六 vz jhi 


由 此 ,利用 $ 1 中 的 哥 西 不 等 式 (15) 得 到 
vi < x, 2 vł,jhis I (2) 
y <U x) D ohh. G) 


i=i+1 


将 不 等 式 (2) 乘 以 〈! 一 xi)， 不 等 式 (3) 乘 以 x;， 然 后 将 所 得 
关系 式 相 加 再 除 以 1， 则 得 


e) < iza lB< tlhe, ze. 


由 于 这 个 不 等 式 对 任何 * 都 成 立 , 所 以 它 对 于 使 函数 "(x) 达 
EN z+ 一 加 也 正确 . 定理 得 证 . 
. 不等式 O) ( 取 常 数 M = 2) 对 于 只 在 + 一 0 或 

x 一/ yas 

注 2. 不 等 式 (1) GR M. = 1⁄4) 在 下 述 意义 下 是 精确 
的 , 即 存在 这 样 的 网 格 5 与 函数 "(*) ， 使 得 (1) 中 的 等 号 成 
立 ,在 以 点 z = 1/2 为 节点 的 任何 网 格 上 ,函数 v(x) = jz 一 
1121 就 是 一 例 。 
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把 定理 1 推广 到 任意 网 格 函数 有 
定理 2。 对 给 定 在 任意 非 均匀 网 格 o 上 的 任何 网 格 函 
数 "(*)， 成 立 不 等 式 


> oli < elvei + (1/8 + 1/Dloll a) 
其 中 。 是 任意 的 正常 数 . 
EH. MARA 
好 一 好 十 2 ho i>i 
k=j+1 


$ 
好 一 中 一 2 aah <j, 
k=i+1 


推出 , 当 任何 (x, y) € a 

vx) < (y) + (|(2): 1, Lata 
把 * 看 成 是 固定 的 ,将 这 个 不 等 式 与 1 作 内 积 : 

l?a) < lloll + (10221 ,1)o+。 (5) 
容易 验证 ,( 这 里 v = vja) 

(P) = (ç + et )va. 
利用 $1 中 的 哥 西 不 等 式 (15) 与 s- 不 等 式 (16) ,我 们 得 到 
Aal, Dot < (Jol, loal Jut +10], | vel Jot 


2 1 2 2 
< sllvalji + T | > (x — h)h + > v wa] 


oo 十 
2 1 | 2 
= ellvalli + z lolo. 


把 这 个 估计 式 代 人 (5) 并 将 所 得 关系 式 除 以 1, 就 得 到 不 等 式 
(4)。 定 理 得 证 . 
由 定理 2 确立 的 不 等 式 中 可 以 将 函数 换 成 它 的 差 商 . 
引 理 1 对 于 给 定 在 均匀 网 格 5 上 的 任何 网 格 函数 
v《*) ， 成 立 不 等 式 
lvallè < ellvaslli + (1/8 + 1/1)|| es]. (6) 
*300 
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EH. 通过 类 似 于 证 明 不 等 式 (5) 的 那 种 论证 ,我 们 得 到 
lx) < lvalli +I O) 1). (7) 
因为 
(s), = (ve 十 va)var, 


根据 $ 1 中 的 哥 西 不 等 式 (15) 及 s- 不 等 式 (16) 有 


Mel D. < sea + È Ch + vhs Da 
[3 


£ 
< sl[es;||š + les. 


把 这 个 不 等 式 代 人 (7) 即 得 (6)， 引 理 得 证 . 
引 理 2， 对 于 给 定 在 均匀 网 格 o 上 的 任何 网 格 函数 
v(x)， 成 立 不 等 式 
lvalld < ellvaslli + M(1/e + 1/7°)lvll, (8) 
其 中 8 是 任意 的 正常 数 ,而 MM 是 某 个 与 5 无 关 的 正常 数 . 假 
若 函 数 在 * 一 0 与 r=] 等 于 零 , 则 除了 (8) 之 外 , 对 它 还 成 
立 更 精确 的 不 等 式 


loslld < elossl + 二 lolh. (9) 
“… 征明。 将 不 等 式 
f Su 1 2 
! (Wet 路 >。 


RÉ ARER r e w 求 和 ,再 利用 5 1 中 的 格林 公式 (12) 变 
换 所 得 的 关系 式 


rolls + — 


Pa 
一 s,e| =) 2 0. 
# v(0) — G) 一 0， 则 取 Pa/2 一 s， 我 们 得 到 (9). 在 一 
般 情况 下 ,经 过 简单 的 计算 之 后 求 得 


lvl — 2lvall + 2Cvav | rer 
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2 al H 1 2 2 
llvalli < 2 loss + Zar loli + Bi(v2(0) 


1 
481 
我 们 来 估计 括号 中 的 项 . 在 (4) 中 令 e= y, MEHE 
s 一 ôl, 我 们 得 到 f 

(0) + G) < 2 < 2y1|e Ë 
+ 2(1/(z1) + 1/1)le BB, 

v (0) + (Q) < 2lvall? < 281|l>ə,]]1 
+ 2(1/(81) + 1/2) vall. 


将 这 些 估计 式 代 人 (10) 并 变换 所 得 不 等 式 ,将 有 


vlece ca/2+286 onli 
lal < ra ny s=! 
—1 .let1/(p7)+1/ 

点 2P 1—28 — 28/5 — yi Qg) lell, (11) 


十 她 (1)) + CCO) + QD). (10) 


其 中 a, p, y 与 5 是 满足 条 件 
1 — 28 — 28/8 — v| (28) > 0 a2} 
的 任意 的 正常 数 . í 


我 们 指出 ,这 些 常 数 可 以 选 得 使 [vz 的 系数 任意 必 . 记 
Ë= aj2 + 2688 k 


; (13) 
1— 28 —28/ó — vI (28) N 
由 此 求 出 8. 有 sn 


5 一 AG — 26t — a|2 — rt/(28) : 
+ VE— 28t — a2 — yt/(28)) — PZ) >. 
令 根 号 下 的 表达 式 等 于 零 ， 于 是 
è = VE]2. (14) 
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把 5 的 这 个 值 代 人 (13) ,由 此 求 得 
VE et EVD ， 


g= 


+3 V | 2) 
假定 
t-al > 0, (15) 
再 令 根 号 下 的 表达 式 等 于 零 ,于 是 
-vT — D, a6) 
4 43V2+VE) 
y -VTO ADY ar 


4(G3/V 2 + VE). 
我 们 指出 , 当 满足 条 件 (15) 时 ,由 关系 式 (14)，(16) 及 (17) 所 
确定 的 常数 5, 8 与 7 也 满足 条 件 (12). 
现在 例如 令 “一 “并 注意 到 (14),(16) 与 (17) ,我 们 求 出 
MG) = l/æ + 1/(8r) + 1/8 
2(1— 28 — 28/8 一 >/(28)) 
— +2 GIV 2 +V t PIGA IV 2+1) 
EYE 
4(3/W2 十 VS) 4 
二 Giit VAD 


xl+IG/V2 + V TY +8GVTIM2 +1) 
(7V2+2V5)GIV2+VT) © 
< M(1 + 1/¿). 
把 这 个 估计 式 代入 (11) 并 记 Pt 为 6。， 就 得 到 不 等 式 (8)， 引 
理 得 证 . 
定理 3。 对 于 给 定 在 均匀 网 格 o 上 的 任何 网 格 函数 
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v(x) ， 成 立 不 等 式 
lollè < elvei + MO/ + 1/6$)llvll3, (18) 
llvallé < ellvacli + MOI + 1/e)Nolli, (19) 
其 中 s > 0 是 任意 的 数 ,而 M 是 某 个 既 不 依赖 于 网 格 o 也 与 
函数 *(x) 无 关 的 正常 数 . 
AH. 先 证 不 等 式 (18)。 在 (4) 中 令 e 一 al, 而 在 (8) 中 
令 = — Br? 利用 所 提 到 的 第 二 个 不 等 式 (8) 来 估计 第 一 个 不 
SARH lloll. FÆ 
llvll < aprillvss ll 


十 + [MaG + 1/8) + 1+ alli. (C20) 


Wap = y, b = yle. & 


1/3 


mieye 


则 有 


— 1+ >š y 
Mal + 1/8) + 1 + 1/a "a San [+ 


1⁄3 


2⁄5 
ruta] <swa +=, 


令 Py — s 且 利用 所 得 估计 式 ,我 们 从 (20) 就 可 以 推出 (18) 

*. 

现在 来 证 明 不 等 式 (19)。 在 (6) 中 令 s 一 a, 而 在 (8) 中 

令 s — pP， 再 利用 所 提 到 的 第 二 个 不 等 式 (8) 来 估计 第 一 个 
不 等 式 (6) 中 的 lv 上, 得 到 f 
losl? < Ma + pl/e 十 pos 


+ G + aC + plo. QD 


引进 记号 
a+ flat =r 
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且 用 4 与 7 来 表示 e: 
r 
现在 ,例如 令 « = 7>/2， 则 有 不 等 式 
G + l/a)(1 + 1/8) = [1 + CQ/7)] 
1 + 2/z + Qr? _ 
A TE FOY < 24(1 +y”). 

利用 这 个 不 等 式 估计 (21) 中 的 lol 的 系数 ,并 令 rl = e, SË 
得 到 (19), 定 理 得 证 . 

2. 两 个 自 变量 网 格 函 数 的 嵌入 定理 . ”这 一 段 将 要 研究 
的 网 格 函 数 是 给 定 在 矩形 区 域 G = {r = (zu xz)10 < x, < 
laa = 1,2} 中 的 和 矩形 网 格 o = a X o E, W o= o, X o; 
是 网 格 无 的 内 节点 的 集合 ,而 y = 65\w 是 它 的 边界 节点 的 集 


A 


= 1 + 1e 
7 一 ac“ 


=. 
对 给 在 网 格 a 上 的 网 格 函数 v(x) ， 我 们 引进 如 下 的 范 
数 : 
ll = max |v) |, leli = Dh 2 wG), 
lva l} = Dh 211 (2), 
ivali = > 页 > 061), 
ð wt 
Yoli = los lè + leel, Weli = vol + lel 
设 
Cu, v), 一 X, sole) a), 
aii hal xa) 0, 1 >= 
古人 人 xg > ls; f =a, 


Lh(x) + L,G)]/2, ta = 0, L; a= 1, 2. 
(22) 
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它 是 函数 x(x) 与 v(x) 在 边界 上 的 迹 的 内 积 的 网 格 模拟 ， 而 
llalli = (e, 6). 
对 于 给 定 在 均匀 网 格 56. 上 而 在 其 边界 7Y 上 等 于 零 的 网 格 
函数 v(x) ， 我 们 引进 范 数 
iello = 2 bh( vi, 中 vh) 


+2), h D, hha. 
4 


定理 4.。 对 于 给 定 在 任意 非 均匀 网 格 上 的 任何 网 格 
函数 "(*)， 成 立 不 等 式 
lol? < ellvolli + M.Ce)llell, 


其 中 。 是 任意 的 正常 数 ,而 
Me) = LEL) 4 £, 
Ll s 


A. 对 任 一 固定 的 x,, 根据 定理 2， 对 函数 "(x) 成 立 
不 等 式 
22(0, x;) + vil, x2) 


< e, 21 vB) + 2G1/h + 1/e) 
x >; v(a) 
将 这 个 不 等 式 乘 上 Ale) 然后 按 a, 求 和 ,就 有 
> [2 (0, xz), + vl z))A;] 
< 26lvall + 20/4 + 1/81)l||e|lš. 
类 似 地 可 证 明 不 等 式 
> [> (zo 0) + (zo l)ha] 
<S 2eko, l + 2G1/1, + 1/6) Noll. 
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将 最 后 两 个 不 等 式 相 加 并 令 2e, = e 就 得 到 定理 的 结论 . 
定理 5。 对 于 给 定 在 均匀 网 格 6 上 且 在 边界 7 上 等 于 


零 的 任何 网 格 函数 v(x) , 成 立 不 等 式 
telle < Millzl。 
E a a A E 
# Mal HD+ eyl: 


证 明 . 设 (e) 是 网 格 5 上 满足 第 一 类 边界 条 件 的 拉 普 
拉 斯 网 格 算 子 的 固有 函数 ， 把 函数 v(x) 按 函数 x(x) 展开 : 
vx) 一 2 mG), k= (k, k). 
k 
根据 $ 3 的 (31) 式 知 函数 wk(z) 是 一 致 有 界 的 ,因而 
(x) = < 4 Siny 
(x) = (> kk w) < (> I Ë (23) 
估计 不 等 式 (23) 右 端的 和 的 平方 : 
(Bl) = (Znan) 
k k 


<Da Da (24) 
k k 


其 中 z, 是 拉 普 拉 斯 网 格 算 子 的 固有 值 ， 利 用 固有 函数 ml) 
的 正 交 性 及 其 差 商 的 正 交 性 〈 参 看 $ 3 的 问题 (2) 与 问题 
《30)), 求 得 


NI-1 Nai 


> n4 = 这 pa vhk CA, + 2272), + 11) 
= lesa Ë + 2lora + losa BB = lel. 
由 此 及 关系 式 (24),(23) 推 出 估计 
loll? < M llv los (25) 


其 中 


M= 5r}. 


hl K 
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我 们 来 估计 常数 M。 因为 
> 1 = 12 下 > 
则 根据 $ 3 的 公式 (31),(11) 及 (12) 有 
> a< (h + i +£) + 


Sauria < kal 


kit k> 2 
x/2 om 
+Í —— 一 一 Í a 


° /4 í r 
(G cosp 十 一 Í imp) 


Z GR P g ha +b 
| s. 27 


因为 ” 
r singdp — ae W cos? gdp 
o (acos p + b sin?p) Jo (asin? p + b? cos’ p) 
= 
4 ab” 
把 这 个 估计 式 代 人 (257 就 得 到 定理 的 结论 , 


8 5. 某 些 算 子 的 下 界 估计 


在 本 章 $ 2 中 研究 一 维 模型 时 ,在 某 些 阶段 上 我 们 需要 象 

Ly, y] > Mllyllš, M = const > 0 a) 

的 估计 式 , 其 中 [u, v] = (As, e), 或 者 [x, 6] = (Ax, 
z)s， 而 4 与 不 是 相应 的 微分 算 子 及 其 边界 条 件 的 逼近 . S 2 


1) 例如 参看 : Tpamureñu H. C., Puxa H. M., B, R> RA, 
级 数 和 乘积 表 >， 其 中 的 公式 3.642.3, 1971 年 莫斯科 科学 出 版 社 。 


»308. 


中 所 考虑 的 全 部 算 子 在 相应 的 内 积 意 义 下 前 是 自 共 轿 的 ， 南 
对 于 自 共 谣 算 子 成 立 估计 式 
hmin( vs v) < (Ar, t), 
其 中 Amin 是 算 子 的 最 小 固有 值 , 亦 即 
Lmin 一 min2 ( A). 
由 此 可 知 , 不 等 式 (1) 给 出 对 应 的 网 格 算 子 最 小 固有 值 的 下 界 
估计 . 
这 一 节 将 对 作用 在 一 个 或 二 个 自 变量 网 格 函数 上 的 某 些 
网 格 算 子 建立 估计 式 (1). 为 了 不 重复 同一 类 型 的 论证 ,在 叙 
述 所 要 证 明 的 结论 时 我 们 不 用 算 子 的 术语 ， 而 用 与 所 估计 的 
算 子 有 着 明显 关系 的 二 次 型 [v,v] 的 术语 . 
1. 一 个 由 变量 的 网 格 函 数 . 我 们 来 讨论 给 定 在 网 格 G 
上 的 网 格 函数 ,网 格 5 位 于 区 间 [0, 1] E. 
引 理 1( 弗 利得 李 克 斯 不 等 式 )， ”对 于 给 定 在 以 4 为 步 
长 的 均匀 网 格 到 上 且 在 * 一 0 与 zx 一 ! 等 于 零 的 任何 网 格 函 
数 ovla), RUTER 
lo 本 Milloi, Q) 
其 中 
M= Ë sin CCD, 
A 


EA. 根据 $1 中 的 差分 格林 公式 (12) 成 立 如 下 关系 式 : 
livell = — Cores v)u. 

因此 ,为 了 得 到 (2) 只 要 估计 带 有 第 一 类 边界 条 件 的 二 阶 差 商 

算 子 就 足够 了 . 在 $ 3 中 我 们 曾 研 究 了 相应 的 固有 值 间 题 ， 

并 特别 指出 这 个 问题 的 最 小 固有 值 等 于 M:。 由 此 推出 不 等 
式 (2), 引 理 得 证 . 

注 1。 带 有 常数 M, 的 不 等 式 (2?) 在 下 述 意义 下 是 精确 

的 , 即 若 取 $ 3 中 问题 (2) 的 第 一 个 固有 函数 当 作 o), WA 
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不 等 式 (2) 就 变 成 等 式 . 

注 2. 不 等 式 (2) 中 常 狗 M, 与 步 长 4 有 关 , 但 根据 $3 中 
的 关系 式 《12) 它 可 以 有 一 个 与 4 无 关 的 下 界 估 计 . 即 当 
h <1/2 时 有 估计 式 M, > 8/P. 

33. 若 令 常 数 M1 一 8/P (5% 2), 则 对 任意 非 均 匀 
网 格 ,不 等 式 (2) 仍然 成 立 . 

34. 对 于 只 在 一 个 端点 等 于 零 ( 或 + 一 0 或 + 二 1) 的 
函数 ,不 等 式 (2) 也 成 立 , 但 不 等 式 中 的 常数 要 大 些 〈 见 引 理 
2 的 注 2)， 

注 5. 若 v(x) 是 a 上 的 任意 网 格 函数 , 则 不 等 式 (2) 一 般 
说 来 不 成 立 . 函数 v(x*) = const, z€ 6, 就 是 一 例 ， 这 时 (2) 
的 左 端 为 零 . 对 于 任意 函数 ， 将 在 引 理 2 和 引 理 3 建立 类 似 
于 (2) 的 不 等 式 . 

引 理 2。 对 于 给 定 在 任意 非 均 匀 网 格 5 上 的 任何 网 格 孙 
数 v(x) , 成 立 不 等 式 


livello + sozxC0) + 222) > Mvll, G) 
其 中 s 5 x 是非 负 常数 , 且 其 和 为 正 数 ,而 
M= 8( < + ki + lr)? (4) 


1(2 十 1eo)(2 十 1e)(2 + 2m + lro) ` 
车 v0) = v0) 一 0, 则 不 等 式 (3) 具 有 形式 
hvali > S Mel. 6) 
我 们 以 连续 变量 的 函数 为 例 来 说 明证 明 的 思想 。 对 任何 
光滑 函数 v(x) 有 恒等式 
va = oO) + |° oag. 


将 此 恒等式 乘 方 ,并 应 用 哥 西 - 布 牙科 夫 斯 基 不 等 式 与 $ 1 中 
的 s- 不 等 式 (16), 则 有 
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E) < (1 + dO) + (1 + 1/e)z | ode. 
r< y<1. WJ 
G) < (1 + s)(0) + G + 1/e)z | oE ag. 
对 x 由 0 到 3 积分 这 个 不 等 式 , 我 们 得 到 
f zz(z)dxz < (1 + £o)yv?’ (0) 
ESIISA -p z (EdE. 
类 似 地 可 证 不 等 式 
| pe) dr < + ed) — yy) 
+G +) | Gs. 
现在 我 们 选择 y e awu tsa aun aaah 
等 4 y 一 和 时 将 是 如 此 ,其 中 
ESTEA 
its + l/s + V 1 + 1/8" 
对 这 个 y 值 ,将 上 述 两 个 不 等 式 相 加 就 有 
dL IQ +e) VI + 1/e, AÙ 
Ë: eS VI+ Is +V l+ fe, e 
IC(L+e) l+ 1⁄6 __  ， 
+N — (I) 
VIIe + VI+l1/e 
+ Ë (I+ l/go)(1 十 1/g) 
2 (VIF 1e +V 1 + 1/e) 
x í v(x)dx. 


引 理 的 证 明 。 现在 我 们 对 给 定 在 o 上 的 网 格 函数 来 实 
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现 这 种 想法 .由 于 点 y 一 y 可 能 不 属于 网 客 6， 所 以 讨论 较 
为 复杂 些 . 
对 任何 网 格 函数 v(x) = 有 恒等式 
t; = w + > vajhi. 
i=1 


把 这 个 恒等式 两 端 乘 方 ,并 利用 $ 1 中 的 哥 西 不 等 式 (15) 与 
-不 等 式 (16) 估 计 右 端 , 则 有 


v} < (1 + eo)v + (1+ 1/eo)x; > wiihi. (6) 
dtre, 则 对 r; < rei 从 关系 式 (6) 求 出 
k 
vi < (1 + ev + (1 + 1/e0)x; X, vihi. 


Sau LUs 然后 按 i 由 0 至 K — 1 8. 注意 到 
5S P 8; _ p n > Sa RR 


i= 2 


我 们 有 

k-1 A 

> v h(I + E) at) 
° 2 


2 
k 
KX k- 
+( + 1/6) 一 > M. (7) 
j=1 


现在 令 不 等 式 (6) HAY i = k, HRL epi, Perth 0 < £ < 1, 
再 与 (7) 相 加 : 


BD) it en < (1 + eo) (z 一 从 二 ep] 
i=0 
axlar- 十 2 在) 
+O + li 一 一 一 
k 
x > vihi (8) 


i=1 
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hr 
= r — Z +T sh, 


e (9) 
且 注 意 到 , 当 reo 与 e€ [0,11] 时 ?可 取 T0,7] 中 的 任何 
值 . 容易 验证 ， 

xkCxk-i + 2eh,) = xš 十 zt( 一 (一 e) + ehir) < T. 
考虑 到 这 种 情况 ,从 关系 式 (8) 得 到 不 等 式 


k-i 
> vihi + evk < (1 + so) 


= 人 


i=0 
2 È 
十 (1 十 1e) DY) hi. ao) 
从 恒等式 
s= 6 — 2 "hi 


iziti 


出 发 ,经 过 类 似 前 面 那样 的 讨论 ,可 以 证 明 不 等 式 


N 
>] s +(1—s)olh, < Q + eU —n)ek 
i=k+1 


十 (1 十 i L > 2 a1) 


i=k+1 
在 不 等 式 (10) 与 (11) 中 令 
V14 er 
Vite yl 
并 将 它们 相 加 ,经 过 变换 之 后 得 到 


2, + le a 
Indi FPC + MEIA 
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2 gl 1 E PA WP 
i 2 2 T a) © 
> XVI +I +V1 +e) 
PO + 1/8) + 1/61) 
x 人 性. 
剩 下 的 是 要 用 与 来 表示 so 与 e. RIS v 0) W 
系数 等 于 ro, MAO 的 系数 等 于 局 , 即 得 这 种 表达 式 , 亦 即 


Peus _m_ =s, 
1 十 1/s 28 go 


AE a2) 
[H-n 
1 十 1/s 2e ° ”’ 
其 中 
Ro = Ir/2, Ri = Ir/2. 
从 公式 (12) 求 出 
局 Sp 2 N 
s G DE 
亦 即 工 - 工 + 工人 位 一 由。 (13) 


Eo ko B Nei 
将 er 的 值 代 人 方程 (12) 的 第 二 式 然 后 两 端 乘 方 , 再 经 若干 
变换 之 后 就 得 关于 si 的 方程 

(1 十 1/ 有 io) 忌 /es = 28, + 有 /Fo 十 1 
由 此 
KiCko + 1 

ya as sss i 
把 e 的 这 个 值 代 人 (13) 式 , 求 出 
— _ (E, + 1) ' 

28R1 + Ko + Ë, 

现在 用 x 与 来 表达 常数 
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Eo 


m, 2CVL+ les + VIt Ley 
š PO + 1/8) + 1/e) 


从 公式 (12) 推 出 
ko VI+1/e +VI 二 LE 
Eo V l+ 1/8 , 
ë Vits + V l+ l/e, 
E VI+ l/s i 
所 以 


Mi= 4 2 Et/ V eos (1 + Eo)1 + eO). 


将 s 和 si 的 值 代 入 这 里 ,得 到 
8Cko 十 ri + leror)? 
I 十 IAC + Les) ro + 2 + leot) 

不 等 式 G) 得 证 . 

若 令 (3) 中 的 "(0) = (I) = 0, 并 在 (4) 中 当 m> co 与 
k> oo 时 取 极 限 就 得 到 不 等 式 (5)。 引 理 得 证 . 

注 1， 若 网 格 函数 vx) 在 区 间 [0, 11 的 一 个 端点 上 等 于 
零 ,例如 在 x 一 0. 那么 在 公式 (4) 中 当 甸 一 co 时 可 以 取 极 
限 


其 中 


M; 


Nal + mrC) > M,llzllB, (14) 


8 /1 + Ix 
m=i ie. 
注 2， 在 同样 的 假定 下 可 以 通过 llvl 得 到 loli kF 
估计 ， 为 此 在 (14) 中 令 r = 0; 


lve > £ leli, (15) 
E3. 若 在 (3) 中 令 由 为 零 , 则 有 下 述 形式 的 估计 式 
lal + s0) > Mel, (16) 
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其 中 
š 2r, 
IQ + Ini) 
引 理 3 ( 庞 加 菜 不 等 式 )， 对 于 给 定 在 任意 非 均匀 网 格 G 
上 的 任何 网 格 函数 v(x), 成 立 不 等 式 


Ive $ lei — + G, D2. (17) 


WH. 设 * 与 xk 为 网 格 6 的 任意 两 个 节点 。 因 为 当 
xi < x, 时 满足 关系 式 
天 2 


Cvi ~ wv) = ( >; vrihi) 


\j=mitl 


M. 


k 


< (ar) 2) 史记， 
j=i+1 
而 当 z; > xx 时 满足 关系 式 
awisa E 


i=k+1 


2 
< (x; — x) 2 v¥,jhjs 


j=k+1 
办 此 在 任何 情况 下 都 成 立 不 等 式 
(vi — nY < |x; — zl loeli. 
将 此 不 等 式 乘 以 训 然 后 按 ; 由 0 至 N 求 和 , 经 若干 变换 之 后 
即 得 
loli is 一 2(e, Dare < Ë osli, 
因为 


z, 1 
> |z; — zilk; = Í le — x,|dt 
£ Jo 
2 i 
= i: (a — t)dt +Í (t — xg )dt 
žk 
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P e 
=Ë q Dn <Ë. 
2 U 一 =) x > 


将 所 得 不 等 式 乘 以 3, AAR kM 0 至 N 求 和 ,我 们 求 得 
ziloli — 2C0, DÈ <= les], 


由 此 推出 (17)。 引 理 得 证 . 
引 理 4。 若非 均匀 网 格 5 使 得 


> Alx) > m, (18) 


aNla b) 
其 中 [a, b]IC[0,1]. 则 对 于 给 定 在 © 上 的 任何 网 格 函 数 
vl), RUKEA 
loli +e 5, 592 > Millel, a9) 


ante, b) 


其 中 Ms ~ Es T u= const > 0, 


证 明 。 当 x < x, 时 满足 关系 式 


k 


š 
好 一 (z "2: >, vesh) 


i=i+1 


k 
<a +e + G+ e) ( > vehi Ù 


< (1:+ e)k + (1 + 1/2) 
X |z; 一 zz 性， 
容易 验证 上 述 不 等 式 当 x, xx 时 仍然 成 立 ， 因 此 将 它 乘 上 
A 然后 按 i 由 0 至 NN 求 和 : 
loli <A + e)k + A + 1/e)Nvsli lz — zila 1) 


2 
<I + e)a} + Q + 1/8) È valh, 


再 将 所 得 不 等 式 乘 以 hr 然后 按 xc nie, b] 求 和 。 我 们 
得 到 
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> ESG + 6) > (x) 让 


sia, o se, 可 


十 (1 十 1e) È >; alei. 


ña, b) 
利用 条 件 (18) 并 令 e = wm/2，, 就 得 到 (19)， 引 理 得 证 . 
引 理 5。 对 于 给 定 在 以 4 为 步 长 的 均匀 网 格 6 上 且 在 
xz 一 0 与 zx 一 ! 上 等 于 零 的 任何 网 格 函数 o (*) ， 成 立 不 等 式 


losi > Mo 其 中 M= [ARCHD] Cao) 
证 明 。 根据 $ 4 的 不 等 式 (9), 对 任何 s > 0 成 立 估计 式 


2 1 ;Woes t: 2 
ba > F IPAH P lle, 
而 根据 引 理 1， 
le> Mdo, gh M = [PEC], 
现在 用 第 二 个 不 等 式 来 估计 第 一 个 不 等 式 中 的 |jvs 必 ,我们 有 
H Mı 一 一 | Ilol. 
loa > (M. 4 L) lle 
选取 e 使 得 llo 民 的 系数 为 最 大 :es 一 I/C2M,)， 将 e 的 这 个 
值 代入 最 后 这 个 不 等 式 就 推出 (20)。 引 理 得 证 ， 


引 理 6。 对 于 给 定 在 以 4 为 步 长 的 均匀 网 格 5 上 且 在 
x 一 0 与 x* 一 和 上 等 于 零 的 任何 网 格 函数 v(x)， 成 立 不 等 式 


leli > Š le. 
证 明 . 注意 到 "(0) = 0, 写 出 公式 
g; = > hvz j = > xz jp 
i=1 j=1 


利用 $ 1 中 的 公式 (11)( 令 此 式 中 的 m = 0, n= i, a= 1, 
u=v, ç = x) 对 它 进行 变换 ; 
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#—-1 
t; = x;9z,; XiVixvjh. 


iË 
由 于 va(h) = 0, RIRE 


> Uzr, ih 
把 它 代 人 前 一 个 关系 式 , 就 有 
n= > (z; 一 好 )ozx 到。 


i=1 


由 此 求 得 
I= > 人 


kn 2 


1 
《2 一 ozek} 


S hlan — zj)#zz,i } 


我 们 来 估计 上 式 右 端 中 的 和 式 . 利用 S 1 中 的 哥 西 不 等 式 
(15), 我 们 求 得 对 任何 i 一 2，3，-…，N 一 1 成 立 不 等 式 


I>: (z; — x;)uzz,;h } 


i 
i= 
< > G, — zj) |o=; |. 
i=1 


利用 这 个 估计 式 , 从 最 后 的 恒等式 可 得 不 等 式 
lolli < Mile; la, 


其 中 
M 一 Yuya + Cm s) 7]. 
1 j=1 
计算 表明 
M ~ NN — DQ - N+) <“, 


12 
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由 此 推出 引 理 的 结论 . 
2. 两 个 自 变量 的 网 格 函 数 . 这 里 我 们 将 研究 给 定 在 矩形 
BE ë = ë, X o RRRS M o 位 于 和 矩形 
G = {r = (z, x)|0 < x, S h, a = 1, 2} 


中 ,我 们 将 使 用 s 4 第 二 段 中 引入 的 记号 . 

引 理 7 〈( 弗 利得 李 克 斯 不 等 式 )。 对 于 给 定 在 任意 的 非 
均匀 和 矩形 网 格 o 上 且 在 边界 Y 上 等 于 零 的 任意 函数 o (x)， 
成 立 不 等 式 

{vvlli > (8/4 + 8/1)llellš. Q1) 


WA. 对 于 函数 v(x) = vlr r), 当 固 定 二 时 ,根据 不 
等 式 (5) 成 立 关 系 式 
> Coala 2h) 
seot 
>82 D) Pan x)h(z). 
apa 
将 这 个 不 等 式 乘 上 h) 然后 按 ze 6; 求 和 ,得 
lle; lš > (8/1)llellš. 
类 似 地 求 得 
va, llè > (8/1p)l|e |l. 
将 最 后 两 个 关系 式 相 加 就 得 不 等 式 (21)。 引 理 得 证 . 
引 理 8《 庞 加 莱 不 等 式 )。 对 于 给 定 在 任意 的 非 均 匀 和 矩形 
网 格 5 上 的 任何 网 格 函 数 v(x), 成 立 不 等 式 
r ea "ANa 4 
v+; > +Ë ll re 
证 明 . 设 x; = (x? x9) 与 xz; 一 《x8?, zi) 是 网 格 


* 320 ° 


(v,1)3. (22 


全 的 任意 二 节点 对 于 任何 函数 "(z) 成 立 恒等式 ” 


[ww — s; = [sign — i) >; hV kis 


LT 


" 
E sign(;; — h) >; hwrnt 


kı=m,+1 
其 中 
Ma = min {ias ja} Ba 一 max {iss jo}, € = 1, 2. 
由 此 根据 $ 1 中 的 e- 不 等 式 (16) 与 哥 西 不 等 式 (15) 求 得 
Lol) — G) < (I + e)[|m ol 2; hivi, (xi x2) 


zeot 
+(1 + 1/e)|= — y| > ha, (s za). (23) 
将 此 不 等 式 乘 上 ACh (ah (04, O) 然后 按 z€ o 及 
yea RA. 由 于 
> [Ya — =. |ñ, < 12 /2, (24) 


s €e, 


则 


2-2, D8 < (1 + e) A val 


+O + 1) onl. 
HEM e = (L/L) 就 得 到 (22)。 引 理 得 证 . 
引 理 9， 设 6C 是 网 格 6 的 节点 的 某 个 集合 ,并 且 
F hh m. (25) 


D 对 连续 变量 函数 是 显然 的 关系 式 
LE) — so =| [AGE ag, + UOD a] 


在 网 格 上 就 或 为 这 种 形式 、 
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则 对 给 定 在 总 上 的 任何 函数 v(x) , 成 立 不 等 式 
[Voli + aD 25, > Mvi, C26) 


其 中 jp = const > 0 是 任意 的 ,而 

入 

Lh[2 + p(B + 22)] 
证 明 . 设 z 一 (xu z) 5 y = (y> y2) 是 网 格 5 的 两 个 
任意 节点 ,对 v(x) 成 立 不 等 式 
lol) — oP SA — e)a 一 (1/s — 1)v(y), 
由 此 根据 (23) 求 得 
(1 + e)l) < A/s — 1)v(y) 
+(1 + ez yil > vx za), 


"z 


+(1 + 1/s)|xz; — ya) 21 vy za 
+ 


-i 


KERERRE Ah 然后 按 reo 求 和 .注意 到 估计 式 (24)， 
我 们 得 到 
A = edo < aCe 一 Dr + G + s) lea l 
+A + e) Ë 57 Oo z)h. (27) 


“2 


HERERRLE Ah 然后 按 ye & 求 和 ， 经 某 些 估计 后 求 出 
A — a) J; àlle < G/e, 一 DU 21 AA, 


+G +s) 2 Ilva + (1 + 1/81) 
3 
x ea W. 


$ s, = (LILY, WA 
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G — s) 31 fälle < Ge, 一 hl) hh, 


2 
á BG + B) vel. 


现在 根据 条 件 Gl/e,— 1) 一 p(B + 2)/2 选择 e, 并 考虑 到 
RE (25), 我 们 得 到 估计 (26)， 引 理 得 证 . 
引 理 10， iz ?Cry 是 边界 节点 的 某 个 集合 , 而 非 均匀 网 
H o tE 
Dre) > m, (28) 


7. 
其 中 r(x) 由 54 的 关系 式 (22) 决 定 . 则 对 于 给 定 在 5 上 的 任 
何 函数 "(*)， 成 立 不 等 式 
IV l; + g > vr > Millel, Q9) 
其 中 


M, 一 BE -一 ， 
Lll, + ei +2) + 1) 


而 “是 任意 的 正常 数 , 特 别 , 若 当 z€ + 时 "(*) 一 0， 则 对 函 
数 (z) 成 立 不 等 式 


kaa 


rT loi. (30) 
证 明 ， 对 函数 v(x) 成 立 不 等 式 (27)， 除 不 等 式 (27) 外 ， 
对 v(x) 还 成 立 (可 类 似 地 证 明 ) 不 等 式 
A = elol < ll/ 一 1)v(y) 
+O +s). D Go 8) 


只 


+G + 1/8) È |... GD 


设 了 一 579U79， 其 中 7 是 7 中 位 于 直线 xz。 一 0 或 
xz 一 上 上 的 节点 的 集合 ， 把 (27) 乘 以 AO) 然后 将 它 按 7 中 
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求 和 ,得 不 等 式 
(1 一 s) D AOD LAs — 1) 
FD 
bE 
ye 72) 
+ (1 + 1/e;)l3l||os,|š. 
RARA (31) 两 端 乘 上 AO), 再 按 了 求 和 就 得 到 不 等 式 
(1 — e) > hy) < LAs — 1) 
ye FD 
x D LODO) + G + shlos, lè 
ye 1 
+ (1/e; + 1)83| es, B. 
将 最 后 这 两 个 不 等 式 相 加 , 求 得 
(1— s) Brel < Ahe — 1) 
区 
x Dr + (1 + eh + lal 
9 
十 (1 十 lf.) + 1)lles,l. 


HEG s= GQ), RIFE 
(1—&) > zl 个 入 (ls — 1) 
+? 


x >)oz)r(z) + (+ RO + Nv. 2) 
d 


根据 条 件 
lAl/a — 1) = pl + L) + B) 
选取 e, 且 注 意 到 条 件 (28) ,就 得 到 估计 式 (29). 
现 设 当 x€ + 时 v(x) = 0 那么 不 等 式 (32) 右 端 第 一 项 
消失 ,由 于 s: 是 任意 的 非 负数 , 则 令 s: 一 0 并 注意 到 (28)， 
就 得 到 (30)。 引 理 得 证 ， 
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第 六 章 先 验 估 计 


在 第 四 章 对 于 相当 广泛 一 类 数学 物理 问题 曾 给 出 了 构造 
差分 盐 近 的 例子 .在 构造 出 差分 格式 并 研究 了 它 的 逼近 误差 
后 ， 就 产生 一 个 关于 风格 问题 的 解 趋向 于 原 问题 的 解 的 收敛 
速度 问题 ， 前 已 指出 ， 差 分 格式 收敛 速度 的 估计 可 以 由 这 一 
格式 的 先 验 估计 得 到 .本 章 便 给 出 在 第 四 章 中 所 构造 的 某 些 
差分 格式 的 先 验 估计 . 所 导 出 的 先 验 估计 主要 是 带 说 明 性 质 
的 ,并 且 远 没有 包括 甚至 在 第 四 章 中 所 考虑 过 的 全 部 问题 . 然 
而 ,这 里 所 研究 的 问题 在 某 些 方面 是 典型 的 ,也 就 是 ， 对 这 些 
问题 得 出 先 验 估计 所 用 的 方法 可 以 用 来 对 更 广泛 一 类 的 问题 
得 到 类 似 的 估计 . 

在 这 一 章 中 讲 两 种 先 验 估计 方法 :能量 不 等 式 法 和 格林 
函数 法 .在 实际 中 广泛 应 用 的 第 三 种 先 验 估计 方法 是 以 最 大 
值 原理 为 基础 的 ,我们 在 第 三 章 已 经 介绍 过 . 用 能 量 不 等 式 
法 对 二 阶 及 四 阶 方程 的 一 维 差分 模拟 进行 先 验 估计 的 例子 在 
第 五 章 S 2 中 讲 过 . 


š 1. 能 量 不 等 式 方法 


这 一 节令 述 得 出 差分 问题 先 验 估计 的 能 量 不 等 式 方法 。 
假定 我 们 所 研究 的 问题 给 定 在 均匀 的 矩形 网 格 © = o, X , 
上 .考虑 含有 混合 导数 的 二 阶 方程 第 -一边 值 问题 的 差分 到 近 
格式 ， 以 及 泊 松 方程 和 含有 混合 导数 ( 常 系数 ) 的 具有 四 阶 逼 
近 度 的 差分 格式 ， 还 考虑 没有 混合 导数 的 二 阶 方程 第 二 和 第 
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三 边 值 问题 的 差分 逼近 格式 . 
1 引言 .我们 引进 网 格 函数 的 两 种 新 范 数 ,它们 在 本 地 
中 得 出 先 验 估计 时 要 用 到 


lol- = sop E, 


loll 
lol sp E 2i, 
在 这 一 节 要 用 到 的 其 他 范 数 均 在 第 五 章 $ 4 节 中 引进 了 。 
现在 建立 一 个 辅助 性 结论 
引 理 1， 对 于 给 定 在 均匀 网 格 5 一 5, x a 上 的 任意 网 
格 函 数 vs ,成 立 不 等 式 


4 
lvs, < = Me, «= 1,2. 


EM. 我 们 给 出 例如 a = 1 时 的 证 明 。 按 定义 
IË = Gieb, = r G — e", 
v — oofa 
逐 项 相 乘 并 应 用 哥 西 不 等 式 ,得 


lva < n (2, Defxa, + Z e, 1)+eixa 


4 
m. E lioli. 


2. &+;R& Sk 0) — Bt Ë 383 38093 JE NA. 考 
虑 下 面 的 问题 EEE D = {x = (zt zx,)|0<x,<1,, a=1, 
2} 上 求解 方程 


2 


人 名 下 (ke 2) gx)u = —f(*), z€ D, 
O) 


在 D 的 边界 T 上 满足 条 件 
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u(x) = g(x), x€ Tr. (2) 


假设 对 所 有 z€ D = DUT, 矩阵 {sg} HR EEFE 
它 的 元 素 是 有 界 的 , 即 对 所 有 z € D 


1 
a (8 + D < > kaole) sss < (H E), (3) 
a,B=1 


cl = const > 0, c; = const > 0, 


此 外 ,还 假定 
q(x) > 0, z€ D. (4) 


在 DD 中 我 们 引入 均匀 的 矩形 网 格 5 在 第 四 章 中 对 算 子 工 已 
经 建立 了 差分 逼近 ,我 们 就 用 它 来 构造 问题 (1),(2) 的 差分 格 
式 , 即 取 

Ay = 一 p(z)，rEeo， y = g(x), z€ TY, (5) 
其 中 


Ay = + (A + At)y — dy, 


2 
Ay 一 > (kaya). 


ap=1 
Aty 一 > (Ka(e)yao)so 
q(x) = f(x), d(x) = g(x), rE o, 
我 们 来 研究 问题 (5). 
定理 1. 问题 (5) 的 解 存在 且 唯一 .对 具有 齐 次 边界 条 
件 (g(x) = 0) 的 问题 (5) 的 解 成 立 先 验 估计 


1 B22 
Ivi < Ż f+ a >| el 


证 明 . 设 v(x) 是 给 定 在 6 上 的 网 格 函数 , 且 当 xEY 时 
v(x) 一 0。 则 利用 第 五 章 $ 1 的 分 部 求 和 公式 (9) 得 到 
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v, e). = 六 Cao so 
a,B=1 


2 


J > (kesCz)ozp， Ti Jahe 


HRE (3) 推 得 
callvol < —(Az, v Jae 
同样 地 可 证 明 不 等 式 
callvoli < —(Ate, v),. 
联合 这 些 不 等 式 并 考虑 到 条 件 (4) 得 到 
callvvlB < — (Az, s). (6) 
从 (6) 并 根据 第 五 章 $ 5 引 理 (7) 推 得 


网 本 本 na 
l< — 2 [i+ g| SSS (7) 


从 这 里 推 得 ,如 果 对 z€ o 有 Av = 0， 则 对 x€ o # = 0. 
这 样 ,我 们 证 明了 , 齐 次 问题 (5) 仅 有 平凡 解 v(x) = 0, 因而 ， 
对 于 任意 的 A e 非 齐 次 问题 (5) 的 解 存在 并 且 这 样 的 解 是 
唯一 的 ， 

现在 来 得 出 问题 (5) 在 条 件 g(x) = 0, z € r 时 的 解 的 先 
验 估计 ,为 此 ,在 (7) 中 置 v ==y 并 且 考 虑 到 Ay 一 一 mp， 将 
有 


wes |i t-g] e @ 
因为 
Iæ Yal < joii-sdylh, 
则 从 (8) 推 得 所 要 求 的 先 验 估计 .定理 得 证 . 
3. 高 阶 通 近 的 差分 格式 . ZEHED LAHAD ERIZK 
利克 雷 问题 
Au = — f(x), z€ D; u = g(x), z€ T. (9) 
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在 第 三 章 中 对 方程 (9) 在 均匀 的 矩形 网 格 % 上 曾经 建立 了 差 
分 逼近 , 当 方 程 (9) 有 光滑 解 时 , 它 的 误差 为 oodal). 应 用 
这 一 有 逼近 式 , 我 们 来 构造 问题 (9) 的 差分 格式 如 下 : 
hth 
12 
xé w, y(z) = glr), z€ y, (10) 
请 Of 月 
ds 
在 第 三 章 $4 中 曾经 证 明 , 问 题 (10) 在 条 件 
15 << 5 
之 下 的 唯一 可 解 性 并 且 得 到 按 范 数 c 的 先 验 估计 (21)， 这 里 
我 们 证 明 , 不 对 网 格 o 加 以 任何 限制 时 间 题 (10) 的 可 解 性 . 
定理 2. 在 任意 的 均匀 网 格 o 上 问题 (10) 的 解 存在 . 这 
个 解 也 是 唯一 的 ,而 且 当 g(x) = 0 时 成 立 下 面 先 验 估计 


3 B23 
bh<3(ir ss) ll 0D 


ly. < Ž lel» (12) 


Ay = Ya, + ya,x, + Yana | 一 一 Px)» 


其 中 


llyle < M llel, M = const > 0. (13) 
证 明 设 "(z) 是 给 定 在 瑟 上 的 网 格 函 数 ,并 且 在 边界 上 
AF: vl) = 0,34 x€. 

这 时 ha 
(A, v)a = (Vary V)a + (Wi, 9), + RE 

X (paraaris pjm == (vas Va) x; 
hit h Co; 

12 


+ +. + 
一 (vi, vz Joer + az, Vaag eiro? 


2 2 
= — livel} + lose l 
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根据 引 理 1， 

lea < É lonli, loa < led, 
因而 

(A, 0) < — Z voli. 
根据 第 五 章 $ 5 中 的 引 理 7 推 得 
me [HH į 

llei < H(i p) Ao e (14) 
AM WR rE o BFS A=, MH re w 时 也 有 v(x) = 0. 
从 而 推 得 对 任意 的 9 和。 问题 (10) 有 唯一 解 ， 很 容易 从 (14) 
推出 先 验 估计 (11). : 

现在 考虑 关系 式 


(ho vae, 十 pain) 一 (oz F Va, Ua, + Wass)e 
+ sitt { (vzs Vap o 十 (Varta? Va2r2)o} 
— lz a + loen B + 2v 
EEH Cone lè + losas W. (15) 
根据 引 理 1 成立 关 系 式 


lesa + lozan < A Coz + lore) 

hi 

; G6) 
Jozina l + bsa, |Ë < zz Cl. Ë + loa ld. 


将 (16) 代 入 (15) 得 到 
(Av ve, + vera > + (lesa Ë + lesa. 


+ 2llvz,s,ll). 
如 果 "一 》， 则 由 (10) 有 
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$ 
lyase ll + lyzi + 2 |z. < — Ce yas, + yz)ol 


< lollyan + yrn l. 


但 是 
|lyz,z, + yall = lyze lè + lyzl + 2||y= z lš 
= |iy|2,, 
因而 
3 
lylo < zF lello. 


根据 第 五 章 $4 中 的 定理 5, 从 (12) 可 推 得 (13). 定 理 证 毕 . 
现在 考虑 含有 混合 导数 的 常 系数 二 阶 方程 的 狄 利克 雷 问 


题 : 
Ou , Ou Ou 
Lu m D Su e y ea —.. e D 
Cr dh 
lal <1, u(x) = gG), z€ r. (17) 


当 |e| < 1 时 方程 (17) 是 椭圆 型 的 .在 第 四 章 中 对 于 方 
程 (17) 在 步 长 为 4 的 正方 形 网 格 上 曾经 建立 了 差分 格式 ,在 
光滑 解 上 它 的 逼近 误差 为 Odal). 使 用 这 个 格式 ,我 们 提 
出 逼近 问题 (17) 的 差分 问题 如 下 : 
A'Y = Yaa, + Ya, + ayax, + Ye) 
十 p81 + zt 2a? 
zew y =g, z€ 7, (18) 


yas 一 一 中 (xz)， 


其 中 
ç? = GD + LI. 


我 们 研究 问题 (18). 
定理 3。 问题 (18〉 的 解 存在 且 唯 一 。 当 8 = 0 时 间 题 
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《18) 的 解 满足 先 验 估计 : 
BB 


3 
l< tr) el 09 
3 


liy Ilzo < 2 aD liell， (20) 
lylle < Millel，M = const > 0. (21) 
证 明 . 改写 算 子 4。 首先 注意 到 

hyat, 一 Ya, 十 Yer, 一 yz, — Yine (22) 

算 子 4 变换 成 使 得 L y... Q 的 系数 为 
(1 — 3|a| + 2o2)。 (23) 

考虑 到 公式 (22) ,我 们 可 写成 
a+ lal 


A'y = ya, + yz,x, + a(yz,z, + yrr) + 


k 
X (sa, + Yain — yan, — yan) + — 


x (1 — 3|e| + 20)yara,r, = Yar, T ys, 
2S 


2 


a+ lal 


+2—lel Oze, + Yna) 十 


2 
X (yz +ynn) + Za — 3le| + 222) 


X Yaran 一 1 (1 — sign c)4-y 


1 ç PS 
+ —(1 + sign a)Aty 十 一 
2 6 
x (1 一 3lc| + 2G@2)yz z nirs (24) 


其 中 
A y = yan tt Yz + a(yz,z, 中 Yra) 
Aty = yz, 十 Yars 十 alya, 十 yer,)» 
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设 v(x) 是 给 定 在 5 上 的 网 格 函 数 , 且 v(x) = 0, z€ z. 根 
HRE lel 二 1 有 
(Az, 5), = — (v3, Vz atxo, — (02, V2,)oxot 


— alve,» va) otxot — al va Vs) ot xot 


<—(1— leDilivel,. (25) 
类 似 邮 可 以 证 明 
(Atv, v) < —(1 — leDlvvi. (26) 
很 据 引 理 1 


LACER I s), 一 Wvs,» Viz, ot xat < 2|iv el. (27) 
注意 ,函数 (23) 当 0.5 < lal] < 1 时 是 非 正 的 , 当 0 < lel < 
0.5 时 是 正 的 . 因而, 当 0.5 生 |e| < 1 时 从 关系 式 (24) 一 (27) 
可 得 

— (Av, v) > (1 — |e|)l|VelB. (28) 
而 当 0 < lael < 0.5 时 
; ' 1 一 3lc| + 2 2 " 
—(A'v,v), > (i s= s] — e+) Velis. 


(29) 
综合 (28),(29) ,对 所 有 lel < 1 有 

Za-leDlveli < — (Q, ey. (30) 
根据 第 五 章 $ 5 中 的 引 理 7 从 不 等 式 (30) 求 得 


leli < = í +3 ma mai: a (er). GI) 
如 果 对 *e wo， 有 A' = 0, 则 从 (31) 推 得 v = 0. ERN 
证 明了 问题 (18) 的 解 存在 且 唯一 。 从 不 等 式 (31) 很 容易 推出 
先 验 估计 (19). 

现在 证 明 先 验 估计 (20) 成 立 。 根据 条 件 lel < 1 我们 得 


出 
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Cose, 十 Viz, 十 2azpzizay var, Ju 
= var, + 2avz n Var )a + lioz ll 
> (1 — le| XII, + lvez l3). (32) 
类 似 地 
Var, + Va, 十 ROVE z, Vaz)o 
> (1 — lel)Clvs,,ll + loz, l). (33) 
综合 (32),(33) ,得 
(var, 十 Va, + Dava s,s Var, 十 Vex, a 
> (1 — la| Xlez sll + lvs, ll 
+ 2|lvz z, llè). (34) 
完全 同样 可 证 明 不 等 式 
(vax, + Ve, + ovr a, Vx, + Vreo 
(1— le|)(llzs,.,| + Hwa,r,lls 
+ 2llvz,z, llo). (35) 
将 (34) 与 (35) 相 加 并 除 以 2 就 得 
I (Av, vee, 十 Vaz )o 
> (1 — [e| )Clozz lè + oz... B 
+ 2ljvz,z, llè). (36) 
完全 类 似 地 可 得 
(Atv, vz, 十 va, )o 
> (1 — lalvarlB + hvel = 一 
+ 2llvz a,ll). (37) 
其 次 ,根据 引 理 1 


P (02 z a Vae, 十 Vre )a = — P(|ez z a, 
+ lioz l) > — 2Clvz lè + loze 
+ 2llvz,z, l). (38) 
像 证 明 不 等 式 (30) 那 样 ,可 得 
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Hi 


loz ll + 2llvz,a l + lva, là 
<21 
2 1— leal 
在 (39) 中 令 v(x) = yl), 按 通常 的 方式 可 得 估计 式 (20). 由 
第 五 章 $ 4 中 的 定理 5， 从 估计 式 (20) 推 到 估计 式 (21). 
3. 无 混合 导数 的 二 阶 自 共 罗 方程 在 矩形 上 的 第 三 边 值 
问题 .我 们 考虑 


EY A OT x€ D, (40) 


ami 


w KO — (D, er, (41) 
这 里 818N 是 沿边 界 T 的 内 作法 线 的 导数 算 子 , 即 
OL- 
GEM 


(A'o, vaz, + Vre oe (39) 


au _ 
9N 一 to 0 x= l, a= 1,2, 
其 中 :为 边界 T 的 弧 长 ,是 从 坐标 原点 (0, 0) 开始 氢 到 时 针 
方向 计算 的 ,而 24 

L.u = Be (to 2) 一 q.(z)u, 


。 我 们 假定 问题 (40),(41) 的 系数 满足 条 件 


k.G) > ce1>0, qa) 2 0, KG) > 0. (42) 
令 
Asy = 〈(acyze) zs 一 0oy，xaE Das 
EENE A E w 
4zy E|: Wy, (r-a + A hay] > 
À, 一 Xa = 0, 
i 2 _ 1 
Aiy 一 žl 一 aayz。 (er + 2 ia > 
Xa = lae 
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于 是 问题 (40),(41) 的 差分 逼近 可 以 写 为 
Ay=— p), xz65， (43) 
这 里 
Á = À, + Á, Px) = pl) +r), 
而 alr) 是 边界 上 的 5- 函 数 的 网 格 模拟 , 即 
(s, 5(7))a = (v, 1). 
定理 4 ”如 果 对 给 定 在 5 上 的 任意 函数 v(x) 关于 lal 
一 致 地 满足 关系 式 


— (hv,v)s > clol?, c = const > 0, (44) 
则 问题 (43) 存 在 唯一 解 , 并 且 有 如 下 先 验 估计 
Ili < MCiellz + lgl), M = const > 0. (45) 


证 明 . 从 (43) 和 (44) 推 得 ,如 果 当 z€ 五 时 ol) = 0, 
则 对 z€ ,也 有 v(x) = 0。 因 而 问题 (43) 的 解 存在 且 唯一 ， 
将 (43) 与 》 ENR 
—(Áy,y)s = (Ø, Y)a = (p, y)a + (g, Y)re (46) 
根据 池 数 上 . la 的 定义 以 及 第 五 章 $ 1 中 的 e 不 等 式 (16) 得 
到 


Iæ y)s| < lell-lyl < ellyl + = Mel. (47) 


考虑 到 第 五 章 $ 1 的 哥 西 不 等 式 (15) 及 其 s 不 等 式 (16): 


lG, 9) < sliri + È lgl. (48) 
由 第 五 章 $ 4 中 的 定理 ,有 估计 式 
lyi < Malyi}. (49) 


将 估计 式 (47) 一 (49) 代 入 (46)， 并 注意 到 当 e= </(2(1 + 
M2)) 时 的 不 等 式 (44) ,我 们 得 到 (45) ,定理 证 毕 . 
定理 5。 如果 
d(x) = x(s) = 0 (50) 
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rr 


且 对 给 定 在 5 上 的 任意 函数 "(*) 关 于 |4| 一 致 地 成 立 关 系 式 
一 (ho, v)s > cllvvl, c = const > 0, (51) 
则 当 条 件 
(8,1)s=(9,1)as+(g,1):—0 (52) 
满足 时 ,问题 (43) 的 解 存 在 .如 果 
(7,1)s = o, (53) 
其 中 8 是 一 个 固定 常数 , 则 解 唯一 ， 对 于 (43) 和 (50) 的 解 ,有 
如 下 先 验 估计 
ly < Millel + ligit + Cy, 12, (54) 
这 里 M = const > 0, 
EA. MPR AB093651, CERREN. AAWE, 
当 满 足 条 件 (50) 时 , 零 是 这 个 算 子 的 固有 值 ,与 它 对 应 的 固有 
函数 是 常数 . 因而 从 (52) 推 得 问题 (43) 解 的 存在 性 ,而 从 
(53) 推 得 唯一 性 . 
为 得 到 先 验 估计 ,将 (43) 与 ? 作 内 积 , 我 们 有 
— (Ay, y)a = Cp, Y)a + (g, 7)r. 
恒等式 右 端 的 估计 同 定理 4。 注意 到 (51), 得 
clvylli < e + M.)l|yl: ez delè: + lgl). 
现在 利用 庞 卡 莱 不 等 式 (第 五 章 $5 引 理 8) 当 s 充分 小 时 得 
到 (54). 定理 证 毕 . 
定理 4 的 先 验 估计 (45) 是 在 关系 式 (44) 成 立 的 前 提 下 建 
立 的 . 现在 要 说 明 , 为 使 关系 式 (44) 成 立 , 对 问题 (40), (41) 
的 系数 需要 加 什么 样 条 件 . 
定理 6 (第 一 充分 条 件 ). 假设 问题 (40), (41) 的 系数 满 
足 条 件 (42), 此 外 , 设 
qE) 2 c, > 0, x€ Dao (55) 
其 中 
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D, = {x == (x x]. S< x, S hos 2 = 1,21Cp. 
于 是 , 若 选取 网 格 使 得 满足 第 五 章 $ 5 引 理 9 中 的 条 件 , 则 对 
于 给 定 在 互 上 的 任意 网 格 函数 v(x) 满足 不 等 式 
— (hv,v)s > clvlli, c = const > 0, 
证 明 . 根据 条 件 (55)， 
(d; a > dvhh, > c; >: 22, h;, 


aNDo NDo 
按照 网 格 的 构造 
一 (joy v)a = D, D awt hh 
o °” 
+>) 21 anl + (d, s +(x, v) (56) 
根据 条 件 (42)， 从 第 五 章 $5 引 理 9 以 及 上 面 的 不 等 式 推 得 
— (Nv,v)a > allel + cr D) Ahh > c |l. 


aNDo 

定理 证 毕 . 

定理 7 (第 二 充分 条 件 ). 假设 问题 (140),(41) 的 系数 满 
足 条 件 (42), 此 外 , 设 š 

(s) > c, > 0, sé Tos (57) 
其 中 ToST。 于 是 ， 若 选取 网 格 使 得 满足 第 五 章 $5 引 理 10 
中 的 条 件 , 则 对 给 定 在 a 上 的 任意 网 格 函数 oG) 有 
— (Áu, v)a > cllvilli, c 一 const > 0, 
证 明 . 根据 条 件 (57) 


(x, 2), > > kyr Sa 2 vr. 
rNIo 


LD 
由 此 从 (56) 以 及 第 五 章 55 引 理 9 并 根据 条 件 (42) 推 得 
一 Go > velit o Do er > lol 
定理 证 毕 。 
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引 理 2。 对 于 给 定 在 o 上 的 任意 函数 "(*) ， 若 满足 条 
件 (42)， 则 
— (hv, v)s > e,||VzlB. 


证 明 从 关系 式 (56) 立 即 可 得 . 

定理 8。 如果 满 足 条 件 (42) 和 (55) 或 者 (42) 和 (57), W 
问题 (43) 的 解 在 范 数 意 义 下 收敛 于 问题 (40),(41) 的 充分 
光滑 的 解 ,收敛 速度 为 0(1#1”), Bp 

ly — ulh < M 4l’. 

由 定理 4, 6 和 7 以 及 关于 逼近 误差 (问题 (43)) 是 
0(141”) 的 结论 立即 可 得 证 明 . 

现在 考虑 在 满足 条 件 (42) 和 (50) 时 的 问题 (40),(41). 前 
面 已 经 指出 ， 此 时 并 非 对 任意 右 端 1 和 g 都 有 解 . 为 使 解 存 
在 必须 假定 


| oas + | eas = 0, (58) 
这 时 解 的 唯一 性 条 件 是 
j: u(x)dr = Q = const, (59) 


定理 9. 如 果 条 件 (42) 和 (50) 满 足 , 则 右 端 为 

p = plr) +6(7)g — ((f#, 1)s + (g, 1) }/mes D 
的 问题 (43),，《52)，《53) 的 解 在 wi 范 数 意义 下 收敛 于 问题 
(40),(41),《58),(59) 的 充分 光滑 解 ， 收 敛 速度 为 DC1412， 
B. ; aP: 

lly — s| < Ml. 
证 明 . 关于 解 的 误差 > 一 ”一 * 根据 定理 5 有 估计 式 
lal < M (lell + lerle + (z, 132), 

其 中 由 是 方程 的 逼近 误差 ,而 o 是 边界 条 件 的 逼近 误差 . 因 
为 原 问题 的 解 假定 是 充分 光滑 的 ,所 以 当 右 端的 扰动 
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C, 1)s + (g, 1) 


A OCA m RRA M d 也 将 是 0《14|")。 但 这 确 是 如 
此 ,因为 《f, 1)。 和 (g, 1); 均 为 梯形 求 积 公式 , 它们 的 误差 
为 0(14i”)。 考虑 到 条 件 (58), 得 到 
(f, Ds + (gs 1), = 0C|&|?). 
剩 下 的 是 估计 (z, 1 由 定义 并 根据 条 件 (53) 和 (59) 有 
G, Da G, 1)a — G Ds = | az — G, Da 
= o(l4lD, 
因为 (x，1)。 是 梯形 求 积 公式 . 定理 证 毕 . 
4. 矩形 上 的 弹性 理论 方程 组 的 第 一 边 值 问题 .现在 转 
到 讨论 方程 组 的 问题 设 D 是 前 面 定义 的 矩形 而 T 为 它 的 
i dd eit 


Om 
Ox? 


G OD Pu ,= 0, 
8x,8x, (60) 
Pu $ Fu 


G + 2p) u A 


On 
1 + 2) ~ + F, = 0. 
+ Q + 20) ð 2 


要 求解 这 一 方程 组 ， 而 在 边界 T 上 满足 第 一 类 齐 次 边界 条 件 
mlr = mlr = 0. (61) 
ia E: D = DUT 中 的 均匀 矩形 网 格 , 在 第 四 章 $ 4 中 
在 这 样 的 网 格 上 曾 建立 了 方程 组 (60) 的 网 格 有 逼近 ,并 且 证 明 
了 它 的 误差 是 0(1412)。 这 个 网 格 方程 组 可 以 写 为 形式 
(G. 十 20)yiz )。 + (ayus,)=, 


+ = [Gy Oa + (2j Da + pyar,)s, 
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+ (uy; )z] +F,=0 
Lair, e, + Gyu,)z, 十 (ur)-, + (ayasa, 


s. |= 


+ (ays,)., + (G + 2p)yss,):, + F; 
= 0, x€ o, (62) 
因为 系数 2 和 /是 常数 ,所 以 事实 上 ,例如 ， 
[1299 + (py2r,)z, = Q + pe) Yr rss 
我 们 在 (62) 中 所 采用 的 这 些 项 的 写法 对 于 往 后 的 研究 将 是 方 
便 的 ， 对 方程 组 (62) 附 加 以 边界 条 件 (61) 的 逼近 式 
lr =r = 0, (63) 
我 们 得 到 网 格 问题 (62),，(63)，, 它 逼近 问题 (60),(617). 
现在 要 建立 问题 (62)，(63) 的 解 的 先 验 估计 ， 为 此 我 们 
将 方程 (62) 中 的 第 一 个 乘 以 (x)hh, 第 二 个 乘 以 yx)hhhs， 
再 将 所 得 的 关系 式 按 网 格 @ 求 和 并 相 加 ,利用 第 五 章 $1 中 的 
第 一 差分 格林 公式 (12) 以 及 同一 节 的 分 部 求 和 公式 〈8) 和 
(9) 变换 求 和 号 下 的 表达 式 . 这 时 ， 我 们 仅 就 差 商 外 层 标 号 
所 指示 的 那个 变量 对 每 一 表达 式 进行 变换 . 考虑 到 边界 条 件 
《63)， 并 将 各 项 重新 组 合 ， 得 到 7 
2W, = (F,, Y)o + (Fas J) (64) 
其 中 


w, = 1 Pala + yl 


+ S 


e Pi aa t |= 


(Os, Vir,» Dotxtoa, 

(yin, 十 Iaz)» 1) to xot 

Cis, 十 s.) 1)otxto, 

(Oar, + ym) D+] — (65) 
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是 弹性 变形 能 的 网 格 模拟 - 

我 们 变换 (65) 式 右 端 最 后 两 个 表达 式 . 一 方面 作 乘 方 ， 
同时 考虑 到 边界 条 件 (63), 变 换 表达 式 Wargo Ya os a ° B, 
a, f 一 1, 2, 首先 对 变量 z, 利用 第 五 章 $ 1 的 分 部 求 和 公式 
(8), 然后 对 变量 x, 利用 同 节 的 公式 (9), 得 到 

(arg 十 Yaza)?’ 1)eixte, = lyss,ll + 下 > 用 
十 2 (ya ypzp )。。 
将 此 式 代 人 (65) 并 略 去 系数 为 2/2 的 项 ,得 
W, > $ {Cly llè + Hya lo) + lyzl + lyas, 18 


+ (Vir, o Vaz, Ju + Viz,» Yar, Jote 
根据 第 五 章 $ 1 中 的 哥 西 不 等 式 (15) 和 同 节 的 e RER (16) 
k 

Outa Yaral < + yia + + ali- 
由 此 得 出 


W, 之 
所 证 明 的 不 等 式 是 第 一 边 值 问题 科 轴 不 等 式 的 网 格 模拟 ， 从 
科恩 不 等 式 和 关系 式 (64) 推 得 

UITI + IVl) < ICFs y).| + |(F,,y2)21. (66) 


对 右 端 的 两 项 再 应 用 三 西 不 等 式 和 e 不 等 式 : 
PDF) ND (eiva + 1P). 
a=) az) 4e f 


根据 第 五 章 $ 5 引 理 7 
|| + ly; < (8/ + 8/y(lvxllš + 17y). 


从 而 ,由 前 一 个 不 等 式 和 (66), 当 取 s = u (Z + z) 时 得 


ñ 


np 
A Á p ° 

> lazii = 7 {lv + jv). 

a,p=1 
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Ivy + [98 < en (E+) Cr + FAD. 


这 就 是 所 要 求 的 先 验 估计 ,从 它 可 推出 问题 (62),(63) 的 可 解 
性 ,以 及 它 的 解 对 问题 (60),(61) 的 解 的 收 剑 性， 收敛 速 度 为 
o(1)|2. 
5. 矩形 中 的 弹性 理论 方程 组 的 混合 边 值 问题 . 我 们 讨 
论 方程 组 (60) 的 混合 问题 . 设 在 矩形 乙 中 要 求解 方程 组 (60)， 
在 边界 了 上 满足 下 述 边界 条 件 
u(x) = (a) = 0, (67) 
当 nash, 0 < x, < l #l 
x= 0, r, = l, 0 < x, < l; 
ðu, Ou\ _ 
z (2e + 2) fiv 
a(i) +G +2⁄) banh (68) 
3 r, = 0, 0 < x, < l. 


在 均匀 的 矩形 网 格 5 上 方程 组 (60) 用 网 格 方程 62? 来 如 
近 , 而 边界 条 件 (67) 则 用 网 格 边 界 条 件 


(x) = y) 一 0， 
当 =l, nm 和 r= 0,zx =l, x (69) 


WME. 边界 条 件 (68) 用 第 四 章 $4 中 (18) 式 类 型 的 关系 式 来 通 
近 , 在 第 四 章 $4 已 证 明 , 这 些 关系 式 具有 OCA 的 逼近 误 
差 : 


Oin, + pa) + Ë [CQ + 20)yu 十 Clan 
+ Ya) l= — h — 全 F.Gzo 0), 
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Laya, + G + 2A) ym + B [Qy s + (yi 


+ (ays ] 一 一 一 h F(z» 0)， ` (70) 
当 z= 0, z€ o, 

我 们 研究 网 格 问题 (62)，(69)，(70)， 它 是 问题 (60)， 
(67),(68) 的 盈 近 ,误差 为 O(|A|2). 将 (62) 中 第 一 式 乘 以 
Wahh BORRA (x)hh， 将 所 得 的 关系 式 按 网 格 o 
求 和 并 相 加 ,然后 将 边界 条 件 (70) 中 第 一 式 乘 以 yG 0)h， 
第 二 式 乘 以 Na 0A 将 所 得 的 关系 式 按 o, 求 和 并 相 加 ， 
现在 将 这 个 关系 式 添加 到 前 面 得 到 的 那个 式 中 ， 并 且 象 在 第 
4 段 中 证 明 关系 式 (64) 所 作 的 那样 变换 求 和 号 下 的 表达 式 ， 
利用 边界 条 件 (69) 得 到 


2W, = > (Fas yo)a + >) Doy faal rohi» (71) 
a=1 ami o) 


其 中 W, 由 关系 式 (65) 所 确定 . 
估计 W, By FR. 因为 出 现在 Ws 中 系数 为 4/2 的 表达 
式 是 非 负 的 ,所 以 


w, > S2C + Wa) + 1), (72) 
其 中 
1= + (G, + yx.) 1)otx+to, 


1 
° z (Os, $ Va, N> D+to xot, 


变换 的 表达 式 ,一 方面 作 乘 方 ,同时 变换 Ou, yu eteta 
首先 对 变量 o 利用 第 五 章 $1 的 分 部 求 和 公式 (9), 然 后 对 变 
E 利用 同 节 的 公式 (8), 我们 得 到 
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Oins Iaz Dia xto, = (yrs Varto xut > 2 yz | ryhe 
ef 


类 似 地 ,有 


Oiz,» yaz, Dto, 5 (ys, > Vix, Jotx te, 


一 > yn. |. = h. 
考虑 到 所 得 的 关系 式 ,我 们 有 
I 一 ly ll + laz, lè + Oir, > Jaz, J 


w xut 


+ (Viz, Yar) txt 


n+? 
= a sh. (73) 


“t 


现在 利用 哥 西 不 等 式 和 e 不 等 式 ( 取 e = a) 来 估计 (73) 右 端 
第 三 和 第 四 项 ,利用 附录 2 中 的 定理 和 不等式 《 取 e =g) 
来 估计 (73) 的 最 后 一 项 ,得 到 

1 > |à + Mya lè — ally. — + ls, 


— [spa + (L +) iiil 


[ela + K +) at] 09 


因为 ! >0, Woe [9,118 1 之 of, 根据 这 个 不 等 式 以 及 
不 等 式 (74), 从 关系 式 (72) 可 得 


2w, > a{[2 _ (e +e (¿ + +) DAAE 
+J - (1 + =] [yas,Ë I 
+ [1 — pe: llii li + = L = 
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x (二 + 二 15.1). (75) 


给 参数 e 和 a 以 某 些 固定 的 值 ， 然 后 选取 8 使 得 e> + 
PRA E e, 使 0 <e <87, 以 及 o 使 其 满足 条 件 


0<o< min {1,2 |e te(t+)| > 
8, ah 


ilta 
不 等 式 (75) 的 右 端 是 函数 Vargo as 8 = 1, 2 的 范 数 的 线性 组 
合 ,各 项 系数 都 是 正 的 . 因而 
2W, > m(||Vy,|š + |Y), (76) 
Herh m = m(u, a,b, 0, 8 8) > 0。 不 等 式 (76) 称 为 所 考 
虑 的 混合 问题 的 科恩 不 等 式 . 
根据 第 五 章 $ 5 引 理 10, [Vy > My 上 ， 因 此 代替 
(76) 可 以 写 出 不 等 式 
2W, > mM yl + llli). 
根据 这 个 不 等 式 , 从 关系 式 (71) 得 到 估计 式 
mM (||, + ||) 


<D {lee alH eleh} 077) 


我 们 估计 这 个 不 等 式 的 右 端 ,根据 第 五 章 s 5 引 理 10, 哥 西 不 
SRE e 不 等 式 便 有 
(Fe, y)s| < sho + MË lly. 


EEEE, WERS URDEA R e 不 等 
得 估计 式 
(E trelata < stat, + ly 
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利用 这 些 估计 式 ,从 不 等 式 (77) 得 出 
Mi 
4e 


2 


<= > Fl + fL Qo) 
a=1 


(mm, — HA) Cls + fll) 


选取 足够 大 的 s， 得 到 问题 (62),，(69),《70) 的 解 的 先 验 估 
i: 


uy + ly; < M. > (Foll + H.L). 


从 所 得 到 的 先 验 估计 推 得 (62),(69),(70) 的 可 解 性 ， 以 
及 它 的 解 对 问题 660),(67),(68) 的 解 的 收敛 性 ， 收 敛 速度 为 
olal). f 


$ 2. 格林 函数 方法 
考虑 差分 问题 
4y= > Ay =— plr), €, a) 
(9, 1): = 0, (2) 
(y, 1)a = 4. (3) 
其 中 
k: Frat Xa 一 0, 
Aay = $ Ya aY zas Xa E Was 


br Sq l. 


ha 


网 格 6 假定 是 均匀 的 . 今 考 虑 算 子 有 的 格林 函数 .因为 
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对 于 算 子 1， 零 是 它 的 谱 点 ,与 它 相 对 应 的 固有 函数 是 常数 ， 
所 以 要 讨论 的 是 广义 格林 函数 . 它 的 定义 如 下 : 
AG(x, £) 一 上 一 (x, £), x€ @,s=(mesD)'!, (4) 
(G(x, š), 1)s = Q = const. (5) 
通过 简单 的 计算 不 难得 知 ,问题 (1) 一 (3) 的 解 可 表示 为 
YCE) = (G(x, š), PCE))a + (G(z, š), g(8)); 


+ Cy(8), 1)s. (6) ` 
由 (6) 式 可 知 
llyGo) le < max (GC, Elle, lelle + IGC Ðliz lllle) 
+ r| O), Dal. (7) 


如 果 (7) 中 Cle, £) 的 范 数 关于 4 是 一 致 有 界 ， 则 (7) 给 出 问 
题 (1) 一 (3) 的 解 的 先 验 估计 . 

为 了 得 到 格林 函数 的 上 述 范 数 估 计 ， 我 们 将 应 用 它 的 按 
算 子 A 的 固有 函数 的 展开 式 . 可 以 证 明 , 对 满足 (4),(5) 的 
A GC, E), RAT 的 固有 函数 的 展开 式 具有 如 下 形式 


G) (8) 
G(x, £) = 0x + > — (8) 


其 中 
k= DR k=0,1,..,N,, 


azl 


而 pxCx) 和 44 由 第 五 章 $ 3 的 公式 (33), 9), (20) 确定 。 
引 理 1。 如 果 格 林 函 数 CG, E) 在 单位 圆 上 的 投影 满足 
条 件 
O28, h = max (l, h), (9) 
MUJ G Cx, E) 在 5 上 非 负 , 且 成 立 关系 式 
max llG(=, sl = Q3 


max |G(z, DE, < (2 ox +Z) Ci + b), 
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H. 设 G(x, £; d) = GO(z, E; d) 是 算 子 (A 一 dE) 
的 格林 函数 (4 = const > 0), 而 G” (x, E; 4) 是 它 的 登 式 ， 
它 由 关系 式 
(— Á + 4E)”G%(z, £; d) = 3x — E), 


m= 1,2,..*,7 


确定 .比较 函数 G(x E) 5$) 4"-1Gm(x， s; 2)。 因为 算 
+ (A 一 4E) 和 (A 一 48)" 有 公共 固有 函数 系 , 则 
G™ (x, £; d) 赤水 5E OLAGR 


lki% G, Sg: ay” 
m=1,2, e,n, (10) 
由 (8) 和 (10), 得 到 
Gla, E) — DatGm (z, 8; d) 


m=1 
- ( 和 一 Z): +g 
(z) (Ë) 
A aA + d) ` 


很 明显 ， 适 当选 取 参 数 # 总 可 以 保证 (11) 右 端的 和 关于 141 
一 致 有 界 ， 对 二 维 空间 情形 * 只 要 选取 等 于 1。 假设 这 个 和 
的 绝对 值 以 M 为 界 , 此 时 从 (11) 推 得 , 当 


(11) 


9>+ L + M = 0(4) (12) 
时 ,对 于 函数 Gle, E) 有 下 界 估计 式 
G(x, š) > G(x, š; d). (13) 


但 是 对 于 算 子 《4 — dE) 当 4>0 时 成 立 最 大 模 原理 . 
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而 ,根据 第 三 章 $ 3 定理 1 的 推论 1 有 G(x, £; d) 之 02。 从 
条 件 (12) 满 足 时 函数 G (x, E) 的 非 负 性 ,显然 可 以 推出 它 的 
范 数 在 a 上 的 估计 .事实 上 
max IGC, Bl, = max (G(x, š), 1)s = Q. 
其 次 
|G G, ë), = (G(z, Ë), 1); 


a (a,(Ë),1); + Ormes’. (14) 


ikI*0 


GG), Dr = Ga CEDE) Dr 
= on, la, CO) + I/V a 
+ onla CO) + CIV h, 
其 中 8. 是 克 罗 内 克 记 号 . 
将 这 表达 式 代 人 〈14) 并 考虑 到 第 五 章 $ 3 中 的 (33), 
(19), CD 得 到 


IG(x, DI. = > pa Cx) pn CO) + pra) /a 
+ > pax) pn.C0) + pa, (h))/ àr, + Qr mesT 
kız1 


SG +) i + Q x mes T 
k=1 


- 20 + (A + 1). - (15) 


1) 由 格林 函数 Gl, £; d) 的 非 负 性 推 得 所 有 各 项 迭 式 的 非 负 性 ,因为 
G(x, E5 d) = (Gx, 7; d) G Š; Pha 等 等 。 
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现在 要 证 明 ， 从 条 件 (12) 满 足 时 G(x, E) 的 非 负 性 可 推出 当 
条 件 (9) 满 足 时 它 也 有 非 负 性 . 为 此 要 找 一 个 用 来 估计 (11) 
右 端 和 式 的 绝对 值 的 常数 M ， 根 据 第 五 章 $ 3 中 (33) 式 函数 
mC) 的 形式 ,得 到 

| m (z), (Ë) 

Kio Ag + d) 

又 因为 由 第 五 章 $ 3 中 的 (33) 和 (21) 有 
u> + R +k), 


|<& DaO + 4) 1, (16) 
lko 


故 
> (a, + 4): < G/2y > | 一 
Ikiw0 


Ikio 


= a2 |2 S- 1 #2 > (+) 
k= k=1 


+ 2 G+ D| 


hits 
bY D __ 1 > dx 
<(2) Ë 4 +Í" + y 
x (° dr lo Y [=° 2x — 1 
En s| (2) [s + 2 | 
l 
< (17) 
将 它 代 人 (16) 得 
| (az) (Ë) 
iso XX +d) 
这 样 就 得 到 了 常数 M .为 了 完成 证 明 ,我 们 应 用 所 得 的 估计 式 


并 求 泛 函 Od) 关于 4 的 极 小 值 。 容易 验证 
min Q(4) = 2i. 
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引 理 1 得 证 . 
定理 1， 问题 (1) 一 (3) 的 解 存在 且 唯 一 ， 并 且 成 立 先 验 
估计 
2 2 x 
yl, < Zilol + (4 e + <) 
x C+ lal + el[y,111. 
征明。 问题 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 可 由 前 节 的 定理 5 推 
得 ,而 先 验 估计 可 从 引 理 1 和 不 等 式 (7) 推 得 . 
从 定理 1 和 前 节 的 结果 推 得 
定理 2， 如 果 当 = 1，4d(x) = r= OR 5 1 中 的 问题 
(40), G), 8), G930988 ul) € CD)， 那 么 当 问题 (1) 一 
(3) 的 右 端 按 S 1 定理 9 给 出 时 , 它 的 解 以 速度 0(|4?) 一 到 
收敛 于 所 逼近 问题 的 解 , 即 
ly — ule < MIP, 
其 中 M 为 不 依赖 于 | 四 的 正常 数 。 
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附 录 一 


曲线 边界 上 第 三 类 边 值 条 件 的 副 近 
( 非 协调 网 格 ) 


在 第 四 章 $ 3 第 五 段 曾 对 泊 松 方程 在 一 种 特殊 结构 的 (协调 的 ) 网 
格 上 建立 了 所 述 的 边界 条 件 的 逼近 ， 这 里 我 们 考虑 在 更 一 般 的 情况 
下 , 即 在 非 协调 网 格 上 , 对 于 具有 曲线 边界 的 泊 松 方程 第 三 类 边 值 条 件 
的 逼近 我 们 用 里 兹 方法 来 构造 边 值 条 件 以 及 靠近 边界 处 方程 的 网 格 
WE. 

设 在 边界 为 的 区 域 G 上 求解 问题 


Au = — I), EG, E = (aju — lx), z€r, (1) 


其 中 函数 <(z)>>0， 当 *ET， 且 “<(z) 天 0。 求 问题 (1) 的 解 等 价 于 找 函 
数 a(*)E wi(G) 使 下 面 泛 函 取 极 小 值 : 


Koma (Ea oz 


一 人 EEJ — |, aC). (2) 
今 用 均匀 的 矩形 网 格 


Q = {x = (1#, rfd) rtd = haios 
i= 0, £1, +£2,---;@ = 1, 2) 
BO 3EIHO 0%,*,。 每 个 小 矩形 
G[:] = {x = (x15 £1) | rE Sx <r8stD, a = 1, 2} 

用 与 Ox, 轴 的 交角 为 arctg h/h 的 对 角 线 分 成 两 个 三 角形 。 像 在 第 四 
章 $ 2 第 二 段 那样 ,用 G, 表示 由 上 述 三 角形 组 成 的 包含 区 域 6 的 最 小 
ME, HRE G6 上 和 连续 且 在 每 个 三 角形 上 是 线性 的 函数 所 成 的 空间 
-作为 空间 Wi(G) 的 有 限 维 子 空间 V. 设 五 = 6,n2 是 问题 (1) 的 网 
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Ë, o = ë nG 是 网 格 的 内 节点 集合 ,而 Y 一 5\w 是 边界 节点 集合 . 记 
M= G= (h,i) € ey. 
问题 (1) 的 近似 解 取 成 形式 
aG) = S rme) i= Go b) (3) 
IEM 


其 中 {m 为 空间 Vv 的 基 ， 它 的 元 31(*) 由 第 四 章 $2 关系 式 (16) 给 
出 。 

按 通 常 那 样 ,将 关系 式 (3) 代 入 泛 函 (2), 将 所 得 表达 式 对 y; 微分 并 
TARAF. 从 而 得 到 方程 组 


D Ay; = Di, EM, (4) 
这 里 方程 组 的 系数 接 以 下 公式 计算 : 
A= || su + ea 型 | 十 Í. «nimds; (5) 
而 右 端的 元 按 以 下 公式 计算 : 
t= j. fnidx + j. ed (6) 


我 们 来 计算 系数 A 和 右 端 9 Hh i 是 相应 于 边界 节点 > 以 及 
中 中 与 了 毗邻 的 内 点 。 为 了 有 可 能 使 计算 进行 到 底 , 我 们 假定 在 所 孝 
不 的 节点 附近 边界 是 直线 。 此 外 ， 为 简单 起 见 。 假 定 在 所 考虑 的 边界 
Ë: E xr) = 0, 

aco, fü xe €v, 其 中 六 = G. l,i) BETA 位 于 坐 
PRA BI i = i = 0, 在 这 个 节点 附近 的 边界 由 万 程 


x, x = 
Dita 1 (7) 


给 出 ,其 中 0<6,, 8,<1, 

今 计算 方程 (4) 在 内 节点 (0, 0) 和 边界 节点 (名 ，h,) 上 的 系数 和 
右 端 。 对 我 们 往 后 感 兴趣 的 一 些 节点 按 下 述 方式 重新 编号 : 0 一 一 坐 
标 原点 ,1 一 一 节点 《如 ，0)， 2 一 一 节点 (0 所 )， 3 一 一 节点 (一 入 ,0)， 
4 一 节点 (0, — A), 5— A (A A). 将 第 四 章 $2 中 导数 


ŠE 的 表达 式 (20) 代 人 (5)， 并 考 谍 到 自 方程 (7) 所 给 出 的 边界 同 直线 
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z,Í, 一 s/h, = 0 与 二 /5 — z,Í, = 干 1 交点 的 坐标 分 别 为 


06.6, 8,0, h) 
(z: + ð, his +a P 


(- a(i — 0) y, s G n), 


0, + 6, 
(tD, -452 n). 
0, + 60, 8, + 8, 
我 们 来 求 方程 的 系数 。 
对 于 点 0: 
b+26) po Ži 9, + 26.) 
° Uk C W +0 O 5 2 OFO 
s=- 5 A 
° 2h, 8, + 8, 
<= — h 20 + 0, + 200, — 630, 
22, 0, + 6, 
A= —(4; + 4; + 4) + 44). 
对 于 点 5: 
da A "0 
ç Zh, 0, + 0, ° 
= 4 09.6; a 2 as 1 
i .Pe 


将 第 四 章 $ 2 中 mle) 的 表达 式 (16) 代 入 (6), 求 得 
%= | Keys + 人 seeae 
GnGro3 
B= | IE + eC) 
GNGLsY 
如 果 在 所 讨论 的 点 HEER (=) Male) ARRA 


A [3(6@ + 0,)* + 60.6,(0, + 6,) 


t F Ë, r 
+ 0101(0, + 0,) — 20101(01+01)] +e ME EEH 
0, + 6, 
0,9, 
x(1— 22) 
( z 7° 
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hih, _ 00; VARER 00, 


b, = /一 一 一 一 一 一 一 
EEC 


将 所 得 的 系数 和 右 端 代 人 (4) 旭 得 到 下 面 方程 : 
PE: + 20,) yı — Ys _ 0, + 26, + 29,9, — 6,09; 
A L20, + 0) A, 2(2 + 0) 
名 一 多 1[_9.(1 + 20.) y, — v 
F, ]+ Al 20, F0) h 


9, + 20, + 20,0, — 019, Yo — ys ] 


x 


2(0, + 0) A 
1 
=- 
h, 09i ys—y: | j _ 00, ys—y 
= £= 一 多 
2 6 +90 h 29 +0 3 — 


3560 


附 录 二 
网 格 函数 乘积 的 迹 的 估计 


当 向 量 函 数 ， 一 (%(*)，y(*)) 只 是 在 网 格 矩 形 的 三 边 上 均 为 办 
时 ,要 证 明科 恩 不 等 式 的 网 格 模拟 ,我 们 必须 会 估计 


(1) 
> ntn = ——— Ao 
“eot 


其 中 =, € 56, 是 固定 的 值 - AEP 
定理 1。 对 任意 一 对 给 定 在 均匀 网 格 巨 一 5x0 LEE = = 0 
和 xz“ = 上 都 为 零 的 网 格 函数 x(x) 和 *(x), 成 立 不 等 式 
| > n“) 十 Di (a) , ej 
q 


keot 


<la, + (E + 2 ta 


x {eeni + (L + 25 8, O 


其 中 e， 8, 是 任意 的 正常 数 . 
证 明 。 分 三 步 证 明 。 第 一 步 我 们 证 明 , 不 等 式 (1) 可 从 对 于 连续 变量 
函数 的 类 似 不 等 式 推出 , 即 从 下 面 不 等 式 推出 


i Om 
os, | aly) BO an| 
ô | 1 £ ) Ox if 1/2 
<{a|| Oy, | L205D) t G + =l, 5y, | L, a 


xe |... + (L+ 2 zJ = || 过 (Dy V .2) 


然后 建立 估计 式 
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|h 20- a | < ls Aloy G3) 


其 中 ||: wie, 1, 是 下 面 将 要 定义 的 一 种 范 数 。 再 对 于 函数 ao) 和 
(y) 得 到 形 如 


Sup | ~ ow ||: 
Ss Na ea SE | 


+ 人 二 ao O) 
的 估计 式 , 由 此 就 可 完成 定理 的 证 明 , 上 上 式 中 s 为 任意 的 正 数 . 
我 们 来 实现 拟定 的 计划 。 1) 设 D= {y= (y 9)|0<y < L; 
a= 1,2} 是 矩形 ;而 五 = 5, x5, 是 矩形 局 上 的 网 格 其 中 
Da = (zz 一 join 和 一 0, 1, +113 N.; N. = L./A.). 


用 直线 % = hoia BA = E yi + bas JE ia = 0, 21, 土 2,…， 将 
矩形 万 分 为 相同 的 直角 三 角形 ,它们 的 顶点 就 是 网 格 5 的 节点 ， 对 网 
格 函 数 wz) 和 (=), z€ G, 构造 它们 的 分 肌 线 性 杆 值 zy) 和 AO) 
这 些 函 数 是 连续 的 ,在 每 一 个 上 述 的 三 角形 上 是 线性 的 ,县 当 y = x€ 5 
LOLOL ORLON COL LOL Eaa 
是 分 段 常 数 ,所 以 i 


maeti = fi fe (EY iran, 


wa [EE >. > 
其 次 、 
p2 h 二 (z) 
与 积分 


fr a(y) PO ay, 


ðy, 
的 梯形 求 积分 式 是 一 样 的 ， 又 因为 92/6y。 是 分 段 线性 ， 则 当 y, = 
=, € ë, 时 
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ht) mls) 


meot 
= fi ao an, (@) 
从 而 推 得 


< sup f a0) 20L = aji . (7) 
Oy: < 
和 则 定理 将 被 证 。 


BH. 
2) 现在 证 明 不 等 式 (3), Vk wo) 为 给 定 在 区 闻 [0, 4] 上 的 函 
数 , 且 当 y = 0 My = h KEFR, 


helsa a = Zat T> (8) 


其 中 wa HEM wO) 按 正 交 系 [277 sin 等 于 }” 展 开 时 的 全 里 叶 
系数 , 即 
m= VIT wsin GE dys k= 1,2, s, 


当 固定 € [0, L] 时 , 按 上 述 正 交 系 展开 #(y) 和 式 >)， 


a= VED > rs 


a(y) = JÈ Rosa 等 
将 这 两 个 展开 式 代 人 不 等 式 (3) 的 友 端 ， Ne 
人 ZO ay, = £ 


wr, 


x Èri = rl — (—1)t*]8,(y:)5.(y.). 


ra 


恨 据 定义 (8) 和 这 一 关系 式 ， 可 以 断定 ,如 能 证 明 双 线性 型 


a 
AlE, 7)= 21 tEh @ 


1 


是 有 界 的 ,其 中 


an 一 y [1 — (—1)”**4], pxq, (10) 


而 且 上 界 为 常数 三 ， 即 


Me | <2( aa, an 
p=1 q=1 


则 不 等 式 (3) 成 立 。 
我 们 证 明 不 等 式 (11)。 首 先 考察 双 线 性 型 B(#,7), 它 的 系数 由 式 


bu sien, Pq, bp = 0 a2) 


确定 ,并 且 证 明 , B(s 2) 是 以 x 为 上 界 。 为 此 我 们 引入 系 数 为 
1 一 (一 Drte 
P+ 4 

的 双 线性 型 C(#, 7) ARCI B (E37) 和 C'(S, 3)。 后 者 的 
系数 矩阵 B 和 C 分 别 与 双 线性 型 BE。 n) 和 CCa) 的 系数 矩阵 B 和 
< 成 共 姑 .我 们 按照 2($,7) A CCE) RIIE DNEM F(E, 7) 
HGC, 0), 它们 的 系数 矩阵 和 G6 分 别 是 矩阵 B 与 8 和 6 与 5 的 乘 
积 , 即 


€, 


i e 
很 明显 ,矩阵 下 和 G 是 对 称 和 非 负 的 : F = F', 6 = G, P(E, s)>0, 
G(8, š)>0. 
设 二 次 型 Ke， 6) EUREM 为 上 界 : FEM Dlh F 
š £ 
E DI = | Sin $ h 
<(È n) {È (È ey} 
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- (l) ts, ya 
<x (>s Da) I a3) 
?=1 4=i 
BAZA F(E, 5) DRS M 为 上 界 可 以 推出 双 线 性 型 Ks， 7) DAR 
Bu 为 上 界 ,因此 只 要 证 明 F(8，) 的 有 界 性 就 够 了 ;其 次 ,因为 CS， 
E)>0, 所 以 F(E, 8)<F(8, ë) + G(E, §)=H(§,§). 


估计 二 次 型 H(#, 志 )。 首 先 计算 它 的 系数 : 


ho = for + gs 一 > (Ph + ch) 
izi 


g 2 n-eo [ay t G= z] 
一 2 Ea- y Es EX 
-201 — (1712. 
替换 求 和 指标 P + k — t 并 省 去 “,” 号 得 
ip=2 È -ODI E- l-1Y] h 


- Ear l Ah 


zi 
已 知 ” > G= 一? 因此 
ea Sasa z? 


当 px 时 


1) Tpanmregia H. C., poxu I。M.，< 积 分 ; 求 和 ,级 数 和 栗 积 表 >， 英 斯 
科 科学 出 版 社 1971， 公式 0.234.2. 
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hn = 2 (baba + caca) 
n 


= 21 [t —(—1)][i 1t] 
k ~ 


1 1 

lro G= l 
= SD — (—D”tJ[i — (— Dr] 

2 (P+ k)(q +k) 

_ u=] 

pq 
=p- L= Ct] — CD. 
pq 


我 们 现在 来 研究 Än: 


3 = 一 ! BC (bm 


De 
x [tits -To 


- ! I 
x. 之 [ +2k—1 -zra 当 p fa 为 偶数 、 


CH rt i 
A Èlia rah 当 ” 和 4? 为 奇数 。 
p+ 4 为 奇数 . 


现在 分 别 研究 每 个 和 式 : 


- I i 
之 [去 2k —1 -—=] 
= im Š = 11 = i 
Ë = Èi +2k—1 =l. 
未 取 极限 的 表达 式 可 以 写 为 如 下 形式 : 
K 1 I 
之 十 2 二 IT =] 
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- > - Ë——1— = 8). 


¿q + = L ra ter 
因为 ”和 4 为 偶数 ， 所 以 每 一 个 和 式 中 均 可 作 指 标 替换 : 4 十 2 一 2K， 
p + 2i 二 2k， 由 此 得 
A O ge 1 _ Sm i 
ROS u nAi AmA 


当 Jel, |a| <K E p<4 t} 


i 
a kekun 2k— 1 Ace 2k — 1 
Koita: 1 K+p/2 1 
T pn ,RI 
K+?⁄2 1 —K-—-!+q/2 1 


kimki ha RI 
从 这 里 我 们 求 得 , 当 p<? 和 lol, lal <K bf 
“a lp 
HRO TERT 
因而 , 当 p<4 时 
$ 1 1 im 40K) = 
>[= RI pHk- z| = aao 9. 


k= 


类 似 地 可 以 证 明 当 p> 4 时 ,该 和 式 也 为 零 ,并 且 和 式 
-$ 1 1 
2 [= 2k PT al 
也 为 零 , 于 是 jz = 0, 从 而 


i= BoD- a, 
pa 
因此 
neose Ja- P CU es 
pal 


aede Epik 
"5-1 (7 CESERS 


?=1 mmi 
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但 是 


SY 
之 三 = DG — 1) (> 2p e) z 


因而 
HCE) < 215. 
Pel 
于 是 由 (13) 式 可 得 估计 


e 1 — (— 1)” 
1B(G5，9)| = l so 


< (SDs). (14) 


pul qa=1 


在 证 明 不 等 式 (11) 之 前 ,我 们 还 要 讨论 一 个 二 次 型 : 


= S SË. 
s@ p= Ft (15) 


Rý = | coto, 所 以 


pta 
semin ed >, 


pam 


MZA s(g, E) 非 负 , 令 (15) 中 的 ë, = VP 那 末 可 以 确信 ,二 次 
型 

r@ 6) = Dn 和 e, 
同样 是 非 负 的 。 设 ”为 某 自然 数 , 令 


Gs) = D ndo fn = =. a6) 


因为 已 证 明 二 次 型 r。 (g, 5) 是 非 负 的 ， 所 以 它 的 和 矩阵 可 以 开 方 
T; = Un, W wpe 为 矩阵 U, 的 元 则 


m= D) “ryhe a7) 


= 


HERREN 
=:364 + 


u 


4(5 7) = 2 inë 


Pazi 
Ps4 


它 的 系数 由 (10) 式 确定 。 当 ro 时 这 个 双 线性 型 变 为 我 们 感 兴趣 的 
《9) 式 .从 (10),(12),(16) 和 (17) 推 得 


Goa = brita = bpe DY "rriro 
2 
即 


4.G8,7) = 2; 22 Brus) Cah) 
= 2; Bainos O) (18) 


其 中 Blass Ba) = D botha 由 于 (14) 双 线性 型 Ba(x， 8.) 的 上 界 
Pami 
29 z, 因而 
]B,(%,z5s> tram) | 


<= |> 8) D nd |” 
p=1 pol 


SR (E + n). 
pol 
为 了 估计 (18) 式 的 右 端 ,利用 这 个 不 等 式 并 注意 到 (17), 则 得 
14:8; D< 21 C) CE + 7) 


= > təÜ( 8; + 99). 
?=1 


< max tp > (55 + 75) 
但 从 (16) 推出 maxto = 1/2, 因而 
l4,G@, MIKED (E; + 7). 
tei 
8 e= Dhc L HD 146, DISZ + 48, 9) hit 
Pmi -t 
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s= s /(22 2), >= % / (22). 
则 得 到 下 面 不 等 式 : 
14.(8, 71 <z(> aD w)”. 
p=1 q=1 
在 这 不 等 式 中 当 s—co 时 , 取 极 限 , 则 得 到 不 等 式 (11), 由 此 推 得 估计 
RG). 


3) HFHRRERRKEARO). W70) E510) 相同 或 与 区 7) 
相同 的 函数 。 由 定义 (s) 


lo = >) 813. as) 
kmi 1 
应 用 第 五 章 $ 4 中 的 定理 2 容易 证 明 
aca j E dy, +(¿ + DK Dadya 


将 这 估计 式 代入 (19) 右 端 并 取 at = e, 得 
Ny N ioa SE PAN (y dy, 


+ +) ow 


ÈG 1 ES Í: TiCys)dys 
< 人 i; Ku) L: #1(:)dy, 


一 1 


-( OPE yao 
从 这 里 推 得 不 等 式 (4), 定 理 证 毕 。 
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图 书 索 引 


第 一 章 51。 导致 椭 回 型 方程 的 力学 和 物理 学 问题 的 其 他 例子 或 所 讨论 例 
子 的 更 详细 的 阐述 ,可 在 书 [8，12] 中 找到 . 


naa T! 2 . 关于 椭圆 型 方程 以 及 它 的 广义 解 的 更 详细 资料 可 从 书 [5 10] 


第 二 章 $ $ 1,2。 与 这 部 份 内 容 很 相近 并 详细 叙述 一 致 差分 格式 理论 的 材料 
包含 在 书 [11] 中 . 

第 二 章 $ 3， 里 北方 法 的 详细 论述 可 在 书 [7] 中 找到 ,构造 差分 格式 的 方法 
在 节 [2，6，9，11] 中 已 有 论述 。 

第 三 章 。 泊 松 方程 以 及 它 的 边 值 条 件 的 差分 逼近 已 在 蔬 [3 4, nitie. . 
在 这 些 书 中 也 论述 了 最 大 值 原理 . 

第 五 章 . 其 他 的 嵌 人 定理 以 及 别 的 网 格 算 子 的 估计 可 在 书 [2， 5> 11] 中 找 
šj. 

第 六 章 。 在 差分 格式 的 研究 中 能 量 不 等 式 方法 在 书 [2511] 中 有 很 广泛 
的 应 用 .在 蔬 [9] 中 研究 了 变 分 差分 格式 ， 
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t8] 


[9] 


[10] 
uy 


{12] 
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